VERICA TOMAŠEVIĆ 


SLOBODANKA MIJATOVIĆ 


ZBIRKA 


RIJEŠENIH ZADATAKA 

IZ MATEMATIKE 

SA KVALIFIKACIONIH 
ISPITA 
NA MAŠINSKIM 
FAKULTETIMA 


Unjverzitefska 
Veselin Masbaka. knjiga 


A 
Z. GO 


y U stiti 
_— == 
a 
, 


- ZBIRKA RIJEŠENIH ZADATAKA IZ MATEMATIKE SA KVALIFIKACIONIH ISPITA 


VERICA TOMAŠEVIĆ — SLOBODANKA MIJATOVIĆ 


ZBIRKA RIJEŠENIH ZADATAKA IZ MATEMATIKE 
SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKIM FAKULTETIMA 


BIBLIOTEKA 
UNIVERZITETSKIH UDŽBENIKA I PRIRUČNIKA 


Glavni urednik 
Mr RAJKO KULJIĆ 


Odgovorni urednik 
MILENKO RADMILOVIĆ 


VERICA TOMAŠEVIĆ — SLOBODANKA MIJATOVIĆ 


ZBIRKA RIJEŠENIH 
ZADATAKA 
IZ MATEMATIKE 
SA KVALIFIKACIONIH 
ISPITA NA MAŠINSKIM 
FAKULTETIMA 


Veselin Masleđa. 


PREDGOVOR 


Zbirka zadataka namijenjena je učenicima završnih razreda srednjeg usmje- 
renog obrazovanja (II i IV stepena) koji se pripremaju za studij na mašinskom 
ili na nekom srodnom fakultetu. 


Knjiga se sastoji od šest dijelova. U prvom dijelu dat je kratak pregled teorije. 
Zatim slijede riješeni zadaci sa kvalifikacionih ispita održanih 1983. godine na 
Muašinskira fakultetima u Sarajevu (II dio), Banjaluci (III) dio), Mostaru (IV 
dio) i Zenici (VYV dio). Poslednji (VI dio) sadrži zadatke za vježbu. 


'Teoretski dio dat je ukratko, kao podsjetnik na neke oblasti iz elementarne 
matematike kojim srednjoškolci moraju ovladati prije upisa na neki od pomenutih 
fakulteta, Tu su obuhvaćeni svi oni dijelovi srednjoškolskog gradiva koji su bili 
zastupljeni krov zadatke na održanim kvalifikacionim ispitima. 

Sxoro svi zadaci u drugom, trećem, četvrtom i petom dijelu su riješeni. 
U šestom dijelu riješen je samo izvjestan broj zadataka, dok su za ostale zadatke 
dara uputstva (tamo gdje je to bilo potrebno) i konačan rezultat. 

Zadaci sa kvalifikacionih ispita održanih 1982. godine nisu uključeni u ovu 
zbirku. Osnovni razlog za to je činjenica da te godine programi kvalifikacionih 
ispita na fakultetima nisu bili usklađeni sa programom zajedničkih osnova srednjeg 
usmjerenog obrazovanja i vaspitanja. 

Na do sada održanim kvalifikacionim ispitima kandidati su pokazali veom: 
loše rezultate. To je bio i osnovni razlog za objavljivanje ovakve jedne zbirke ri- 
ješenih zadataka. Iz istog razloga u knjizi je riješen i jedan broj vrlo jednostavnih 
zadataka. 

Nadamo se da će zbirka korisno poslužiti srednjoškolooma u njihovim pri- 
premama za stuđij na mašinskom ili na nekom drugom srodnom fakultetu. 

Na kraju se želimo zahvaliti svima onima koji su na bilo koji način dopri- 
nijeli objavljivanju ove knjige. Posebnu zahvalnost dugujemo profesoru dr Milošu 
TYomiću 1 docent dr Mirjani Malenici na stručnoj pomoći, korisnim primjedbama 
i prijedlozima. 

Takođe se želimo zahvaliti i kolegama sa Mašinskih fakulteta u Banjaluci, 
Mostaru i Zenici koji su omogućili da u kniigu uvrstimo i zadatke sa kvalifikacionih 
ispita održanih na tim fakultetima. 


Autori 


I DIO 


KRATAK PREGLED TEORIJE 


1. ARITMETIKA 1 ALGEBRA 
.1. OPERACIJE SA STEPENIMA I KORIJENIMA 


a) Stepeni sa cijelim eksponentom 


Izraz atza...a (ac E€E R,n €E N) u kome se a javlja a puta kao faktor 
G puta 
zovemo n-tim stepenom broja a. Broj a zovemo osnovom (bazom), a nr izložiocem 
(eksponentom) toga stepena. (Pri tome smo sa R, odnosno sa N označili skup 
realnih, odnosno skup prirodnih brojeva). 


Za operacije sa stepenima vrijede slijedeće jednakosti: 
I) gh gh = gmt+n | 
2) ah; gu = gn (a £ 0, m mn} | 
3) (aM)n = pm mn ) (1) 
4) (ar b)N zat + bu | 
5) (a:br—ar:b6 (8 £0). | 
Osim toga, po definiciji se uzima da je 
a"= | (sa 0) 
ar=l:at (a£0,nE€EN) 
Jednakosti (1) vrijede i u slučaju kada su m, n € Z (gdje smo sa Z označili 
skup cijelih brojeva). 
b) Aritmetički korijen 


Za svaki realan broj a 2: 0 i svaki prirodan broj n postoji tačno jedan bro/ 
db 2 0 takav da je 


bh a. 


Taj broj b zovemo n-tim arltmetičkim korijenom broja a i označavamo sa 


b=NMa. 


Broj a zovemo podkorjenom veličicom (radikandom), a broj a izložiocem 
(eksponentom) korijena. 
Za overacije sa aritmetičkim korijenom vrijede slijedeće jednakosti: 


Ma Hi n—— 
1) Va: Vo=/ab. (a20 620 
b= Ma:b (a30, 55 0) 


2) 12 


3) Va= Van (az 0, PEN) 2) 
A iVvaf = Va? (aZO PEN) 

ZE up 
)V Va= Va (la 2: 0). 

2k 
Izraz \/a(k E N) za a= 0 nije definisan u skupu realnih brojeva, dok 

2k — 1 
se Va(kE N) negativnog broja a definiše slijedećom jednakošću: 
Mk Me 
Va=— a/la (a£0, kE N). 


U slučau a= 0,6 — 0; 
(i) za n = 2k (k E N) jednakosti (2) ne vrijede; 
(li) za n = 2k—1, p = 21 (k,L E N) u (2) ne vrijede jednakosti 3) i 5). U 
ovom slučaju umjesto jednakosti 3) primjenjuje se opštija jednakost: 
£ 
A/a'? = |ajh 


(ii) za n = 2k—1, posao U (BICE 


(a€E R) 
N) sve jednakosti u (2) vrijede. 
c) Stepeni sa racionalnim eksponentom 
m 
Stepen an; a 2 0 (m, n E N) definišemo slijedećom jednakošću: 
m "u 
a" n= s/ am 


Za ovako definisane stepene vrijede jednakosti (1). 


1.2. FORMULE ZA SKRAĆENO MNOŽENJE 


(a -- b)% = a? -- 2ab -- b2 {Kvadrat zbira) 
(a — b)% = a? — 2gab + 62 (Kvadrat razlike} 
(a+ 6) = a3 + 386 - Zab2 1. 48 (Kub zbira) 

(a — b)3 = a8 — 39% -- 3Zab)2 — b3 (Kub razlike) 


at — 2 =(a— b(a— 9) 
a3 + b5 = (a + b) (a? — ab + 32) 
a3 — b8 = (a — b) (at + 


ab -+ 52) 


(Razlika kvadrata) 
(Zbir kubova) 
(Razlika kubova) 


1,3. KVADRATNA JEDNAČINA. KVADRATNA FUNKCIJA. KVA- 
DRATNE NEJEDNACČCINE. 
a) Kvadratna jednačina 
Jednačina 
ax? | bx mc = 0 (a,b,c € BR, a,b,c = 0) (T) 
| naziva se opsta kvadratna jednačina sa jednom nepoznatom. 


Rješenja te jednačine su: 


ob. 2 Ok Vbi—dac 
KAT 2a 
1 vrijedi 
' b c = d 
X1orje Ng o sreo, NOAO (Vijetova pravila), 
u a 


ax? 4 bx vec a(x—xi) (x—xo). 


U slučaju kada je 60% — ac += 0, jednačina (TJ) nema rješenja u skupu R. 


b} Kvadratna funkcija 


Formula f(x) = ax} — bx zec (a,b,c € R, a ;£ 0) definiše kvadramu funk- 
ciju f sa R u R. Grafik te funkcije je parabola. 


Kvadratnu funkciju f(x) = ax" u- bx -+ c možemo pisati u obliku 
BANE! So AG 
f(x) = a{(x -h- _ = Ei 
2a 4a 
odakle, neposredno, zaključujemo da tjeme parabole ima koordinate 
b bh? = dac 


x = " = 
2a da 


Izraz 02 — 4ac nazivamo diskriminantom kvadratne funkcije i označavamo 
ga sa D, tj. 


D -- 62 —- dac. 
U slučaju kada je a = 0 kvadratna funkcija ima minimum; u slučaju kada 
je a = 0 funkcija ima maksimum. 


Ako je D = 0, grafik kvadratne funkcije siječe x osu u dvjema različitim 
tačkama. 


Ako je D = 0, grafik dodiruje x osu. 


Ako je D = 0, grafik nema zajedničkih tačaka sa x 050m. 


{Vidi slike 1. 1 2.) 


a30 akO y 
y 
Do DE0 DLO 
M 
0 x 


SL. 1. I SME 


c) Kvadratne nejednačine 
Nejednačina oblika 
ax%— bxyx-co0 ili ax? bx =1 0, 
gsdjesua,b,e Riga = 0, zove se kvadratna nejednačina sa jednom nepoznatom, 
Kiješiti kvadratnu nejednačinu axX% a bx ' c =" 0 (ax? — bx -+ c = 0) znači 


naći skup svih realnih brojeva vy za koje kvadratna funkcija vy = ax — bx i-c 
prima pozitivne (negativne) vrijednosti. 


1,4. EKSPONENCIJALNE JEDNAČINE I NEJEDNAČINE 


Eksponencijalnom jednačinom (nejednačino:3?) nazivamo jednačinu (nejednačinu) 
kod koje se nepoznata nalazi u eksponentu. 


a) Eksponencijalne jednačine 


Eksponencijalne jednačine koje ćomo rješavati mogu se svesti na jedan od 
slijedeća tri osnovna oblika 


(i) Ara (0 za Zi). 
Rješenja ove jednačine se dobiju rješavanjem jedračine 
f(x) =c. 
(u) a mm db (O zazzl, 620). 
Ova jednačina se rješava logaritminanjem. 
{m) A0%0 4 Beate OC = 0 (OS GŠSWN. AB SGLECR)| 
Smjenom a" —- £, ova jednačina se svodi ra kvadratnu jednačinu 


AP + Bil =(. 


Datje se rješavanje svodi na slučaj (ii). 


b) Eksponencijalne nejednačine 
Da bismo riješili eksponencijalnu nejednačinu, nastojimo je svesti na oblik 
afla) = gl?) Oza) (N) 
Nejednačina (N) ekvivalentna je za a= | nejednačini 
f(x) Lg(x) (Nu) 
odnosno, za 0 Sa = 1 nejednačinu 
fx) = g(x). čtki (N2) 


Zbog toga, kada riješimo nejednačinu (N;), odnosno (N2), riješili smo i 
datu nejednačinu (N). 


1.5. PRAVILA ZA LOGARITME. LOGARIVTVAMSKE JEDNAČINE I 
NEJEDNAČINE 
a) Pravila za logaritme 


Logaritam pozitivnog broja x za bazu a(0 a $£ 1) je broj y kojim treba 
stepenovati bazu a da bi se dobio broj x. Broj y označava sc sa 


y = log ax. 
Dakle, y = logax ako i samo ako je x = a", 
Broj x naziva se numerus (logaritmand). 


Iz pravila za stepene neposredno slijede sljedeća pravila za logsaritme: 


{) logeab == logoa -|- logeb (G DIAO; OSE) | 
2) loge (a:b) == logoa —10g.5 (a,b20, O Sc) g SD 
3) loga? — p loga (a b2=0, O es 1,pE€C B)) 


Kako lijeve strane u (I) imaju smisla i za a, b6 20 1 p paran broj ili razlomak 
čiji je brojnik paran broj, to u ovom slučaju umjesto (1) možemo pisati 

I") logcab == loge la! + loge {b| 

2') toge (a:5b) == log. !a|--loge |b| kar=22x0) 


3') logca?"+ = 2k loge |a| 


Aa 


b) Logaritamske jednačine (nejednačine) 

Logaritamskom jednačinom {(nejednačinom) nazivamo jednačinu (nejednačinu) 
kod koje se nepoznata javlja u numerusu logaritma. 

Pri rješavanju ovih jednačina (nejednačina) treba postupiti na sljeđeći način. 

i) Naći dđefiniciono područje D jednačine (nejednačine). (D je skup svih 
vrijednosti argumenta za koje su svi numerusi pozitivni). 


II 


ii) Logaritamsku jednačinu nastojimo primjenom pravila (1), odnosno (1), 
svesti u njenom definicionom području na ekvivalentnu jednačinu: 


loga f (x) = logu g (x) O = a 1). (I) | 
Jednačina (J) ekvivalentna je u deficionom području D jednačini ! 
f(x) = g(x). (O ; 


Jednačinu (/;) ćemo riješiti i svako njeno rješenje biće rješenje date jed- 
načine (/) ako je iz deficionog područja D. 

Logaritamsku nejednačinu, primjenom Pravila (1), odnosno (1'), svodimo 
na nejednačinu oblika: 


losaf (x) = 1024 g (x} ' (O Tag 781). (N) 
Nejednačina (N) je za a = 1 ekvivalentna u D nejednačini 
FX) g(x), (N;) 
a za 0 Za £ 1 nejednačini 
f(x) = g(x). (N;) 


Zato treba riješiti nejednačinu (Ni), odnosno (N;z), pa uzeti samo ona njena 
rješenja koja pripadaju skupu D. Ta rješenja biće rješenja date logaritamske ne- 
jednačine. 

2. PLANIMETRIJA I STEREOMETRIJA 

2.1. PLANIMETRIJA 

a) Trougao 

Zbir uglova trougla je 

% 4 BX y= 1800. 


Obim O trougla dat je formulom 


O=a—+b+ C. 
Površina P trougla data je formulom 
pa"f SI. 3. 
Ž 


(a, b,c su dužine stranica trougla, 2 je dužina visine trougla). 
u) Pravougli trougao 
Pitagorina teorema: 

2 += Đ! = o), 


Površina P_ pravouglog trougla data je _G 
formulom 
SELA 
Ž 


(a, 6 su dužine katete, c je dužina hipotenuze) Si. 4. 
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a;) Jfednakostraničan trougao 


Visina 4 jednakostraničnog trougla data 
je formulom 


Površina P? jednakostraničnog trougla dara 
je formulom 


a? 


Perija? 


(a je dužina stranice). 


b) Pravougaonik 


Obim O pravougaonika dat je formulom 


O=2(a+— b). 
Dijagonala d pravougaonika data je for- 
mulom 
de A/a? -— b2, 


Površina ?_= pravougaonika data je for- 
mulom 


PEjsb; 


(a, b su dužine stranica pravougaonika). 


c) Kvadrat 


Obim O kvadrara dat je formulom 
O: da. 


Dijagonala d kvadrata data je formulom 


(a je dužina stranice kvadrata). 


d) Romboid 


Obim O romboida dat je forimulom 

oO—m2(a |- Đ). 
| Površina ? romboida data je formulom 
| Pre ad. 


(a,b su dužine stranica, 2 je dužina visine 
romboida). 


Napomena: Dijagonale romboiđa se po- 
love. 


c) Romb 


Obim O romba dat je formulom 
O-.= 4a. 
Površina P romba data je formulom 


Pije gi dd 
" 


PA 


(a je dužina stranice, 2 dužina visine, ao di 
i da su dužine dijagonala romba). 


Napomena: Dijagonale romba se polove S1. 9. 
i okomite su. 
{) Jednakokraki trapez 
Obim O jednakokrakog trapeza dat je 
formulom 
Orzazb rI2Dri 
I . c 
Površina P._jednakokrakog trapeza data 
je formulom 
Peti di, b b 
gdje je 
U sa sbe a. 
Kap SL. 10. 


srednja linija trapeza. 


(a, c su dužine osnovica, 2 je dužina visine trapeza). 


ki 
14 


z Krug 

Obim O kruga dat je formulom 
O Se 248 

Površina P kruga data je formulom 
PRI. 


r je dužina poluprečnika kruga). SLOM, 


2.2. STEREOMETRIJA 

a) Prizma 

Površina P prizme data je formulom 
P=2B—_M. 

Volumen V prizme dat je formulom 


V=—=B':h. 


(B je površina baze, M površina omotača, a 
= dužina visine prizme). 


a1) Kocka 

Dijagonala d kocke data je formulom 
d=a14/3. 

Površina P kocke data je formulom 
Poz? 

Volumen V kocke dat je formulom 

| Ves a"; 


(a je dužina ivice kocke). 


mt 


a2) Kvadar (pravougli paralelepiped) 
Dijagonala d kvadra data je formulom 
d= KM at+b2— 22, 
Površina P kvadra data je formulom 
P=2(ab+xac + be). 
Volumen V kvadra dat je formulom 
V=a'b'c. 


(a, b, c dužine ivica kvadra). 


b) Piramida 


Površina P piramide data je formulom 


P=B+M. 
Volumen V piramide dat je formulom 
V= Bh : 
3 


(B je površina baze, M površina omotača, a 
2 dužina visine piramide). 


c) Valjak 


Površina M omotača valjka data je for- 
mulom 


M=2rzxh. 

Površina 2? valjka data je formulom 
P=2B+M=%r( = A). 
Volumen V valjka dat je formulom 
VSG m). 


(r je dužina poluprečnika baze, a /1 je dužina 
visine valjka). 


d) Kupa (konus) 


Površina M omotača kupe data je for- 
mulom 


M == rm s. 
Površina PP kupe data je (ogmulom 
P=B+M=rvrr(r'|- s). 


Volumen V kupe dat je formulom 


(r je dužina poluprečnika baze, s je dužina 
izvodnice, a /t dužina visine kupce). 


e} Lopta 
Površina P lopte dara je formulom 
15244. 


Volumen V lopte dat je formulom 


(r je dužina poluprečnika lopte). 
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3. TRIGONOMETRIJA 


3,1. MJERENJE UGLOVA 

Za mjerenje uglova najviše se koriste slijedeće dvije jedinice; 

LI, ugao od jednog stepena 

2. ugao od jednog radijana 

{. Tristošezdeseti dio punog ugla naziva se ugao od jednog stepena. 

2. Centralni ugao kome je odgovarajući luk jednak radijusu kružnice naziva 
se ugao od jednog radijana. 
{Ubuduće ćemo umjesto ,,ugao od x radijana" ili ,ugao od x stepeni" govoriti 
kraće ,,ugao '', dog: m 

Preračunavanje radijana u stepene i stepena u radijane vrši se po formulama: 


180. 
t ral=-— 1", 
Te 
odnosno 
(= —_ 7 rad. 
180 


Potrebno je za neke često korištene uglove, čija je mjera zadana u stepenima, 
znati njihovu mjeru u radijanima i obrnuto. Zato ram služi slijedeća tabela: 


! Stepeni | 071 300 | 45 605 1 909 | 1802 | 2707 | 360" 


|Radijani! 0 1 n/6_ | =fA_; 31 ms?) om_—|_ 3022 


3.2, TRIGONOMETRIJSKA KRUŽNICA. OPŠTA DEFINICIJA TS{- 
GONOMETRIJSKIH FUNKCIEYIJA. 


Kružnicu u koordinatnoj ravni, sa centrom u koordinatrom početiu i polu- 
prečnikom r —= 1, nazivamo rrigonometrijskom Rrušnicomi. 

Posmatraćemo uglove sa vrhom u 
poluprava 0Ox. 

Funkciju koja svakom realnom bro- 
ju x dodjeljuje broj jednak ordinati ta- 
čke u kojoj drugi krak ugla x siječe tri- 
gonometrijsku kružnicu nazivamo sfthus i 
označavamo sa sin, tj. 

sinx = NM (= OP) (SL. 19.) 

l'unkciju koja svakom realnom bro- 
ju = dodjeljuje broj jednak apsćisi tač- 
ke u kojoj drugi krak ugla = siječe tri- 
zonomertrijsku kružnicu nazivamo kostnus 
i označavamo sa COS, TJ. 

cos = ON (= PM) (SI. 19%.) SL, 18 


Tangens realnog broja je omjer sinusa i kosinusa, a kotangens je omjer ko- 
sinusa 1 sinusa toga broja: 


Sin = COS S 
tu = — 7, St = ww. 
COS a sin X 


17 


Iz sličnosti trouglova ODA i OMN odnosno trouglova OBR i OMN (SI. 
19) slijedi 


tg = AO odnosno ctga = BR. 


Zbog toga tangentu ć; na trigonometrijsku kružnicu u tački A (1,0) (SI. 
19) zovemo tangensnom osom, a tangentu 2 na trigonometrijsku kružnicu u tački 
B(0,1) (SL. 19.) zovemo kotangensnom Osom. 


Sada funkcije tangens i kotangens možemo definisati i ovako: 
) Funkciju koja svakom realnom broju = + (2k -—: Đe (k E Z) dodjeljuje 
| broj jednak ordinati tačke u kojoj prava koja sadrži drugi krak ugla x siječe tan- 
gensnu osu zovemo tangens. 
Funkciju koja svakom realnom broju a st k= (2 EC Z) dodjeljuje broj jednak 


apscisi tačke u kojoj prava koja sadrži drugi krak ugla 4 siječe kotangensnu osu 
zovemo kotangens. 


3.3, TRIGONOMETRIJSKE FUNK- 
CIJE UGLOVA PRAVOUGLOG 
TROUGLA 

Neka je dat pravougli trougao ABC (SI. 

20), čije su stranice a, b, c. 


Tada vrijedi 


b a 
; COSU = _ —; IBL S OBIJE. SI. 20 
c (6 b đ KGB. 


3.4. VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA NEKIH 
i UGLOVA 


Korisno je znati vrijednosti trigonometrijskih funkcija slijedećih uglova: 


Tabela 1. 


3,5. TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE SUPROTNOG BROJA. 


Periodičnost trigonometrijskih funkcija. 
Kosinus je parna, a sinus, tangens i korangens su neparne funkcije, t.j. vrijede 
slijedeće formule: 
sin(—a) :- —sin 4, cos (—3) = COS I 


N 


tg(--4) = tE 5 ctg(—3) = —etg 4. 


Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus su periodične sa osnovnim pe- 
riodom 27; trigonometrijske funkcije tangens i kotangens su periodične sa osnov- 
nim periodom =, tj. vrijede slijedeće formule: 


sin (x -- 2k =) = sin s. 


cos (u —- 2k =) = COS I 
kE Z) 
tglx— k=)={1tg+ 


ctg(1-:- k=) = Ctg 3. 


3.6. ADICIONE FORMULE 
Za trigonometrijske funkcije vrijede slijedeće tzv. adicione formule 
sin ( 4 B) = sin s cos $ £ c95 s sin B 
C0s (s 1: $) — cos x c0s $ G sin s sin 
tg (ad De SED AER, 
Il = tgstig6 
etgzctg) YI 


etg(a:- B) =- i . 
ASD Ag 


3.7. JOŠ NEKI TRIGONOMETRIJSKI IDENTITETI 


a) Osnovni trigonometrijski identiteti: 


sin?y —- costa = 1, sinu = VI — costa, cosa = + VI — sina 
sin x COS S l 
tg = 3 HUE%R (7, ta =- . 
C0S + sin = ctg 


b) Izražavanje sinusa i kosinusa poinoću tangensa i kotangensa vrši se po- 
moću formula: 


| CIg a 


£ VI Late = Vid cgta 


c)} Trigonometrijske funkcije dvostrukog argumenta: 
sin 2a = 2 Sin 4 COS 


COS 25% == C0S%% —- Sin? 


ŽIge 
tla Za 
I — tety 
ctgta — | 
Cig2 =" -- 
2 eta - 


d) Trigonometrijske funkcije polovine argumenta: 
= MISE s, TIT 
in—- = -| — a cos SS dd — 
ZJI PB zo 2 Ki" 2 
sa jeda '1 — cosa SJAE I = cosa 
== = c SE FE 
g 2 + AI + cosa' s I G I — C0S 5 


e) Pretvaranje zbira i razlike trigonometrijskih funkcija u proizvod vrši se 
pomoću formula: 


i ; 1 GP s—8 
Sina Un O Gein" Bog 
2 A 
! ; 4-8. z—8 
sin x — sin $ — 2 cos zo 
a 
; s |-8 WGR. 
COS u + COS B= 2 C0s — "cos — L 
4-8. a—( 
c0s =. == c0s $ = — 2 sin -— Ž sin" -—, 


f) Pretvaranje proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir, odnosno razliku 
trigonometrijskih funkcija vrši se pomoću formula: 


AP 4 
sin a cos 8 — _ {sin(x — 8) -- sin (a- P)| 


I 
C0os a c0s B "= {cos (s -r 3) — cos (a— B))} ) 
a E 
; ? A NN 
sin s sin $ — a {cos (z—B)— cos (s -1- 8). 


3.8. SINUSNA I KOSINUSNA TEOREMA. RJEŠAVANJE KOSO- 
UGLOG TROUGLA 


Sinusna i kosinusna teorema izražavaju vezu između dužina stranica i uglova 
trougla. 
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NA an I Ja send A 


a) Sinusna teorema glasi: 
a:b:ce sina: sin B : sin y 
ili 


a 5 (u 


sin = sin Y 


sin x 
b) Kosinusna teorema glasi: 
a? == b% + 0" — Ib COS 
b? = a% + 2 — 200 cos 


3 = a? — b? — 2ab cos y. 


c) Rješavanje kosouglog trougla 


Riješiti trougao znači odrediti njegove osnovne elemente: dužine siranica 
i uglove. Kosougli trougao možemo rješavati pomoću sinusne 1 kosinusne teoreme. 


Sinusnu teoremu upotrebljavamo ako su dati: 

1) dužina jedne stranice i dva ugla irougla, 

2) dužine dviju stranica i ugao nasuprot jedne od njih. 
Kosinusnu teoremu upotrebijavamo ako su dati: 

3} dužine dviju stranica i ugao između njih, 


4) dužine triju stranica trougla. 


3.9. TRIGONOMETRIJSKE JEDNAČINE 


Trigonomcetrijskom jednačinom zovemo jednačinu kod koje se nepoznata 
nalazi u argumentu trigonometrijskih funkcija. Za ove jednačine karakteristično 
je to da (ukoliko nisu uvedena neka dodatna ograničenja) imaju beskonačno mnogo 
rješenja. Ne postoji neka opšta metoda za rješavanje trigonometrijskih jednačina. 
Zbog toga ćemo ukazati na način rješavanja samo nekih tipova trigonometrijskih 
jednačina. 


a) Osnovne trigonometrijske jednačine 

Jednačine 
sinx = a(l), cosx--a(2), tgx == a(3), ctgx == a (4) zovu se osnovne trigo- 
nometrijske jednačine. 


Kako je |sinx| = 1, |cos x; 
uz uslov |a| = 1. 


S 1 jednačine (1) 1 (2) imaju rješenje samo 


21) Rješavanje jednačine sinx =" a (ja| S 1) (1) 


21 


Riješiti jednačinu sinx = a(ja|— |) znači naći sve one vrijednosti argu- 
menta x za koje sin x ima zadanu vrijednost a. Kako za 'a' -{ 1 postoje dva realna 
broja iz (0,27) čiji sinus ima zadanu vrijednost 2, pri rješavanju date jednačine 
treba prvo odrediti ta dva broja, pa zatim, koristeći periodičnost funkcije sinus, 
odrediti 1 ostala rješenja. 


Mogu nastupiti dva slučaja: 


(i) 0 Za S 1, kada su sva rješenja jed- 
načine (1) data sa: 


x=a+42krixe=r—a | 2ke 


(- E |. ) sin a = 2) (Slika 21.) 


(ti) —-1 Sa £0, kada su sva rješenja 
jednačine (1) data sa: 


x-=n=-bPupiknixmlacua pk 


(- = p. a ;, sina=— o) (slika 22.) 


22) Rješavanje jednačine cos x=—a (|a|:2£1) (2 
Mogu nastupiti dva slučaja: 


G O SZa = 1, kada su sva rješenja jed- 
načine (2) data sa 


x= ka--L-2ka(kE Z) 


(- E Po =), COS 4. = o) (Slika 23.) 


(u) —1 za:40, kada su sva rješenja 
jednačine (2) data sa 


x=:zx a 2kr(kE 2) 


AS 
m 
SS 
(= 
(STIH! 


|. COS %. == — a) (Slika'" 24.) 


a3) Rješavanje jednačine tgx:- a (3). 


Sva rješenja jednačine 3) data su sa = 
Ke Fk (ke) 

" K' TC F ŽX 
GE pa s 551 MG 2) (Slika 25.) 
| Z 2 ) 

a1) Jednačina CLS x = a (4) 
SME  KE SN : Pap 
Kako je ctgx = -—, jednačina (4) svodi se na slučaj 43). 

I8x 


L) Jednačina 


sin (8x i- £) = a (cos (bx += c) = a, tg (bx {| €) — a, ctg (bx 4- c£) — a) smje- 
nom bx ci svodi se na osnovne trigonometrijske jednačine. 


c} Jednačina 
sin{ax — b) = sin (cx + d) 
(cos {ax + 6) = cos (cx + d), ta (ax + b) = tg (cx -!- d), ctg (ax + b) = ctg (ex — 
d)) primjenom adicionih teorema svodi se na slučaj b). 
d) Jednačina 


a Sintx + bob sinx mc = 0 


(a cos?x + brosx - c = 0, ate?x—bigx = cc =0, actgtx i b CIBAX dc = 0) 
smjenom sin x = t(C0SXx = £, tgx = 1, Cigx z= £) prelazi u jednačinu 


a dA bryjee0. 
Ako su ži i 2 rješenja te jednačine, tada se rješavanje jednačine ({) svodi 


na rješavanje osnovnih jednačina. 


e) Jednačina 


asinx pp becosx=c_. (Ce! zaZat+ Bi) 
4 s ) JEO I — 2) ; . 
smjenom tg — = t sin x = s ČOSK = svodi ss na slućaj £). 
2 1 + 22? I + 2? 


Kako tg— nije definisano za x = (2k — 1) =, te vrijednosti ne mogu biti 
rješenja dobijene jednačine, ali mogu biti rješenja date trigonometrijske jednačine, 
što treba posebno ispitati. 

Napomena: Ovaj metod se može primijeniti u slučaju kada je trigonometrijska 
jednačina racionalna po trigonometrijskim funkcijama koje u njoj figuriraju. To, 
međutim, može često dovesti do složenijih jednačina. Zbog toga za svaku trigo- 
nometrijsku jednačinu treba naći najprikladniji metod. 


4. OSNOVI MATEMATIČKE LOGIKE 
4,1. POJAM SUDA 


Izjavna rečenica, koja ima smisla, jeste sud onda i samo onda ako ima jedno 
od sljedeća dva, svojstva: 


1) istinita je 

2) neistinita je. 

Ovo je intuitivna definicija suda. 

Sudove ćemo označavati velikim slovima: 4, B, C,... 
Ako je sud A istinit, pisaćemo: 

TA = T (simbol T, čitaj: te). 

Ako je sud A neistinit, pisaćemo: 

zA= | (simbol | čitaj: ne — te). 


4.2. OPERACIJE SA SUDOVIMA 


Polazeći od osnovnih sudova, možemo graditi nove, složenije sudove. Raz- 
motrimo najjednostavnije postupke za izgrađivanje složenih sudova. 


a) Negacija 


Neka je A neki dat sud. Simbolom {A (čitaj: ne A) označavamo novi sud 
koji nazivamo negacija suda A i za koji vrijedi: Akoje - A= T, onda je -( 14) 1; 
ako je TA = 1, onda je T(1A) = T. 
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b) Konjunkcija 


Neka su A i B neki dati sudovi. Simbolom A _X, B (čitaj: 4 i B) označavamo 
složeni sud koji nazivamo konjunkcija sudova A {i B i koji je istinit onda { samo 
onda ako su oba suda A i B istinita. 

C) Disjunkcija 


Neka su A i B neki dati sudovi. Simbolom A VB (čitaj: A ili B) ozna- 
čavamo složeni sud koji nazivamo disjunkcija sudova A i B i koji je neistinit onda 
i samo onda ako su oba suda A i B neistinita. 


d) Zuplikacija 

Neka su A i B neki dati sudovi. Simbolom A = B (čitaj: A implicira B 
označavamo složeni sud koji nazivamo 'mplikacija 1 koji je neistinit onda i samo 
onda ako je A istinit a B neistinit sud. 

Simbol A = B čitamo i ovako: 

Dizzy shjedi BB, 

2) A je dovoljan uslov za B, 

3) B je potreban uslov za 4, 

e) Iskatvalencija 

Neka su A i B neki dati sudovi. Simbolom A = B (čitaj: A ekvivalentno 


58) označavamo složeni sud koji nazivamo ekvrvalencija i koji je istinit onda i samo 
onda ako oba suda A i B imaju istu vrijednost istinitosti. 


Simbol 4 = B čitamo 1 ovako: 
D A je onda i samo onda ako je B, 


2) A je potreban 1 dovoljan uslov za B. 


43, KVANTIFIKATORI 


Neka je p (x) rečenica, a x element nekog skupa 4. Ako je p (x) sud za svaki 
eleraent x iz skupa A, tada p(x) nazivamo predikatom na skupu A. 


Univerzalni kvantifikutov 
Neka je p(x) predikat na skupu 4. Tada simbol 
OZa te DPI) 
čitamo: za svako x iz A je p(x). 
Egzistencijalni. kvantijikator 
Neka je p(x) predikat na skupu 4. Simbol 
JaClA)p(a) 


po 


čiramo: postoji (bar jedan) clement a CX A za koji ie P (a) istinit sud. 


5. SKUPOVI 


541. POJAM SKUPA 
Skup i njegovi elementi su osnovni pojmovi matematike. Ako skup S sači- 
njavaju elementi x,y,Z..., označava se 
Se PEDA) SRUSIA 
Sa S — {x| P(x)} označava se skup svih elemenata x koji imaju osobinu P. 


Ako je S skup, tada x € S označava da je x elelhent skupa S ili du x pri- 
pada skupu S. 


Ako je svaki element skupa A takođe element skupa B, kažemo da je A 
podskup skupa B što označavamo sa: 


KATE BODA; 


Dva skupa A i B su jednaka, tj. A = B ako, i samo ako, NACBIBC A. 


5.2. OPERACIJE SA SKUPOVIMA 


Definisaćemo operacije unije, presjeka, razlike i proizvoda skupova, tj. pri- 
družićemo nove skupove paru skupova A i B. 


a) Umja skupova 


Unija skupova A i B je skup koji sa- 
činajavaju svi elementi koji pripadaju bar jednom 
od skupova 4 i B. Uniju skupova A i B oz- 
načavamo sa A U B. 


NA je S —— A: 
Pomoću logičkih simbola A 'y B se definiše Z— = 


ovako: 


AUB={x|(xE A Y xE B\ —— 
AUB8 JE OSJENČENA 


SL. 26. 


b) Presjek skupova 


Presjek skupova A i B je skup koji 
sačinjavaju svi elementi koji istovremeno Ppri- 
padaju i skupu A i skupu B. Presjek skupova 
A 1 B označava se sa A() B. 


Pomoću logičkih simbola definicija presjeka 
skupova A i B glasi: 


ANB JE OSJENČEN 


ANBe{x\xE A AxEB Slt2vi 


i 
J 


U) Razlika skupova 


Razlika skupova 4 i B je skup svih 
onih elemenata skupa A koji ne pripadaju 
skupu 8. Razlika od A i B označava se sa 


A\ B. 


Pomoću logičkih simbola A \ B se definiše 
ovako: ANB JE OSJENČENO 


ASD MEKE UN (Bi. _, Sl 22%. 


je 


d) Proizvod skupova 

Proizvod skupova A i B je skup koji se sastoji od svih uređenih parova (a, 6) 
gdje jaCtAIOE B. 

Proizvod skupova A {i B označavamo sa AxB. 

Dakle, 


AxB {(a,P)|a CE A, bl B}. 


Na kraju smatramo korisnim da u formi savjeta, kojih se treba pridržavati, 
istaknemo osnovne ctape procesa rješavanja zadatka. 

Prvo, mora se uočiti zahtjev (cilj) zadatka, odnosno mora se razdvojiti šta 
je poznato, a šta nepoznato u zadatku. 

Drugo, na bazi stečenog znanja (matematičke teorije i iskustva u rješavanju 
zadataka) stvara se (domišlja se) ideja kako, koristeći poznate elemente zadatka, 
možemo dobiti cilj zadatka. Dakle, formira se koncepcija rješavanja zadatka. Ra- 
zumije se da se u prvom pokušaju ne dolazi uvijek do one ideje (koncepcije) koja 
vodi rješenju (cilju) zadatka. 

Treće, u toku izrade zadatka treba u svakom momentu znati odgovoriti 
na pitanja: šta je dobijeno, šta još treba dobiti i zašto? 

Četvrto, po dobijanju rezultata (cilja) zadatka treba izvršiti provjeru rezultata 
i u cjelini sagledati početak, proces rješavanja i rezultat zadatka. 
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II DIO 


ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKOM 
FAKULTETU U SARAJEVU 


ZADACI NA KVALIFIKACIONOM ISPITU ODRŽANOM 27. juna 1983. g. 


Prva smjena 

Zadaci: 

{) Odrediti a tako da jednačina 

{a —2)Xx?— 2ax—a—3— 0 
nema realnih korijena. 
2) U jednačini 
NY Xx%—bx-pc 

odrediti koeficijente b i c tako da se dobije parabola koja siječe osu x u tačkama 
AT B(:,50). 


3} Riješiti jednačinu: 
Mata Sa od 2208 l 
log Y 10 {x— 1)5— = log (3 -3X)=2 =; 
3 a 
| 4) Naći vrijednost izraza 
tg £ — SIN S 
IZA : Sino 
| s A. a 
\ ako je te mo. 
\ Se MT 
5) Dužina izvodnice konusa jednaka je a, a dužina kružnice ospove konusa 
jednaka je c. Kolika je zapremina konusa? 
Rješenja: 
1) Parametar a treba odrediti tako da diskriminanta 2) kvadratne jednačine 
(a—-2)xX1— 2ax— a= 3 —0 {D 


bude negativna. 
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Diskriminanta D jednačine (/) je 
D = 4a? i- Ala — 2} (a = 3) = 8a% -= da — 24. 
Kako je Đ = 0, imamo: 


032 Sd MED 


282 na -= 6 20. 
Dakte, treba odrediti skup svih realnih brojeva za Koje je 


28% a= 6 0. (N) 


Diskriminanta kvadratne funkcije v 
== 2082 = g—6 je D = 49 = 0; nule funkcije 
3 a ; 
Su U ai —2, a3 = =; koceficijeni uz kvadratni 
2 
član je 1 = 0, pa je grafik funkcije parabola 
,,Okrenuta na gore" (gledajući odozgo grafik 
je konkavna pzrabola). 
Vidi se da je funkcija negativna u intej= 
{ 3)\ sa 
valu = 2, Xx }. Prema tome skup svih rješenja 


u 


\ 


13 


/ 
nejednačine (N) je interval U" 2 


t2 


Rezultat: a E ( 3923 U 
SI, 29. 


2) Treba naći takve brojeve 6 i c da parabola y — X? yo bx o— c€ siječe x-Osu 


1 
u tačkama A ( — 7,0), B| =. o) . Uvrstimo koordinate tačaka A (-- 7,0), 3 Ka o) 


u kvadratnu jednaćinu. Tada dobijamo: 


49 — Tr c=0 | 


U {S} prepoznajemo sistem od dvije linearne jednačine sa nepoznanicama 

bic koji je ekvivalentan sistemu 
—Tb-reer — 49 
l | 


SEN AL PE aa 


2 4" 
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Rješavanjem sistoma (S?) (metodom ,, jednakih koeficijenata"? ili metodom 
,Zzamjene"?) dobićemo 


Provjeri! 


Rezultat: br", C-=— 


Možeš li zadatak riješiti na neki drugi način? 


Možda ćeš postaviti pitanje zašto razmatrati druge mogućnosti rješavanja 
zadatka kada jedno rješenje već imamo. Navikneš li se da tragaš za novim i boljim 
rješenjima možeš otkriti neke nove i zanimljive činjenice. A u svakom slučaju, 
ako se navikneš da svoja rješenja pregledavaš i provjeravaš steći ćeš sređeno i upo- 
trebljivo znanje i razviti svoje sposobnosti u rješavanju zadataka. 


Iz uslova zadatka jasno je da su 


x1 = —7, 2 = i 
Ž 


rješenja kvadratne jednačine 


Iz poznatih Vijetovih formula 


x1 -|- X2 = —b 


dobijamo 


3) Odredimo definiciono područje D jednačine 


—_—— NN i 
log V 10 (x — 1)2 — — bog + x)= a (T) 


To definiciono područje je skup svih realnih brojeva x za koje vrijedi 


ZLKxS505xx—1 S (). 
Dakle, 


Di (3,1) J(b FX). 


—— 


Primjenom pravila za logaritme 


p logax = logax? 


GOT ZEO UC RGSLJH( HE 


loga x — logav = loša "| 


jednačinu (f/) svedima u definicionom području D na ekvivalentnu jednačinu 
oblika ; 


log f(x) = log g (x) 
koja je u D ckvivalenina jednačini 


TG) g(x). 


Imamo: 


i i J 
{))= ; log 10 (x — 1)? — j = ć log (3 — x)že log 10 (x — 1)2 — log {0 = 


= log 3 + x)} = log (x - 1)2 — 1og (3. = x)Zi (xx — 1) (3 po ox)tax =. 
Kako je —1 €E D, to je x ——1 rješenje jednačine (/). 
Rezultat: x —— | 


Napomena: Jednačinu (/) mogli smo transformisati u jednačinu oblika 
log f(x) = iogg (x), primjenom pravila (), 1 na slijedeći način 


Prvi način: 


U a ET 
= (Pei; . 3/10(x — 192 
(J) = log YVIO(x — 2 — log Y/(3 = x)2 = log 103 = og S/ U dj 


n= (3 SE v)2 


= Sf1O(c— 1 
= log VIO = (= ' 
gv " 


pr Vera 1 
Drugi način: 
| | x-— 1) 
U) s—log 10(x — 15 log(3+ x)0 = slaze 


= logr 10 = 
3 3+x) 


4) Odredimo prvo definiciono područje 2 datog izraza. Nako je ta s de- 
finisano za svako + € R, u $ (2k -'- S (k E ZJ 1 kako je osim toga 


U sin x ; sina + cosasina = = sinex(| | cosa) 
UA je SIM SI zene %4|| SINU = IZ NM SRBE 
COSG COSG 


COS % 
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DO JE 


D= 1 R: cosz = 0, sina £ 0, cos H+ 1 50}— {EC Ri s 


= gase 2) 


SA Ri 


:A{(2k 
Dakle, 


Du{xER: += ka (kELZ)j. 


j a 2 ; 
Ako je tg = £, tada je sED, 
2 15 


darog izraza. 


pa za to = ima smisla tražiti vrijednost 


Sada ćemo, koristeći poznate trigonometrijske identitete, dati izraz trans- 


formisatt tako da dobijemo 
Ig — sina 
IG % -- SIN 


Kako je 


SLI $ 
i - sina 
tg vu —- SnY COS U. 


Ig s. +- sin = 


vi (s 


sinx(l -- cos) - sina(l + cose) 


i 


sina(l — c0os2a) 
COS 


C0S% 


__ sina(l — cosu) 1 — cOs+ 


COSG 


m. E 
= tg? --(Vu E D), 
S ( 


sina(H -- cosu) | — c0osa 
to je 
a MN 
15) 225 
tražena vrijednost. 
Rezultat: ; 
225 
Napomena: Ako ne znamo trigonometrijski identitet 
te? 20 Alu LOS S. I 
Gm I + cosa 


tada koristeći trigonometrijske identitete 


, . 
cost — -; sin? 
2 2 
SU So iG 
c0st— — sin — = 
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COSG 


dobijamo; 
za SE VOG x NONE: Mg 
cost — + sin? — (cost — sin? | 2 sint— 
1 — cosa 2 2 2 Ž 2 $ 
= e = = tg 
1 + cosa o a ,. pe ii đ 
A wme3—C_ bek ad ME SME }; ge Peta 
COS u + sin 7 COS 7 Sin 3 2 cos 


5} Kao što je poznato zapremina konusa 
data je formulom 


| KJENE 
Vaso y, 


JU 


gdje je veličina x radius kružne osnove konusa, 
a y visina konusa (Slika 30.) 
Kako dužina kružnice osnove iZnOSi ć, to je 


) 


2xn = c. 
Otuda je 
2 SI. 30. 


Visina y je kateta osjenčenog pravouglog trougla (SI. 30.), kome je druga 


(s ki m s. ; " g š 
kateta =. a hipotenuza je a. Izračunaćemo je po Pitagorinom pravilu: 


Dakle, 
vV4a? EVE) 
? 27 
Sada je 
I c2 l _—_— te" ,— 
Ke rete Vlatxt—ć SE) Aa? 2 2 
Rezultat: 
c2 ; 
V = vV4a?x — ci 


Druga smjena 
| Zadaci: 
1} Naći vrijednost izraza 
1 1 
(Gu -R x)? o (mn — x)? 
1 i 


(m + x)2 — (m — x)? 
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ako je 


ma I (mn 2 0, Oza) 
n2 + | 


2) Riješiti nejednačinu 


12x— 13 
: —23. 
7%x— 8 


3} Odrediti definiciono područje funkcije 


I 
%) Sr Et 
IG) V25x2—4x 


4) Riješiti jednačinu 
1 1 
4A4—3 2 —3"2 — 9222-1, 


_12 X SAOPENE a vć 
S) Akosu c, B, y oštri uglovi trougla, sin a = je —, sinB = —-, izračunati sin y;. 
5 


Rješenja: 


1) Označimo sa M (x) dati izraz, Definiciono maja D izraza M (x) je: 


D={xE€R:m+x20, m— x23 0, oa — (m OSE Ze-() | amm 
= {xE R: |x| = zmn(m=0),x£0}. 
Kako je 


2 mn = ) : ? 2 mn 
x=-- definisano za svako m, a € R i kako je, osim toga, 


nt 41 n2 -- 1 


= A ! ć Sake . 2 mn 
€ D, to ima smisla računati vrijednost izraza M (x) za x = ——— 


a+ " 
Dovedimo M (x) na najjednostavniji mogući oblik, pa tek onda izračunajmo 
njegovu vrijednost za 


2 mn 
— _— 
211 
Racionališimo nazivnik izraza M (x): 
Mr (ip VJERE Ume VmbrHVm—x_ 
i Ahm + x— Vn—x same V,n—x 
_mn+x}2 V(m+x)(m—x) Sim E=Ix = 
m-|- x— (m— x) 


_ 2(m + Vmt—x?) ml nt) 


2%x x 
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Zm 


ad x=———- IZNOSI! 


Vijednost izraza M (x} Z = 
n2 -|- 
} See A žre NG Ez 2nN2+1—49? 
= 5eij MI. I m ć a TI kuk NI. (my A De 
" n2 LI a 2mn_ 2 mn = 
n+ 1 22 + 1 
i IJ m VireN m(o" del) ep sali 
- 2 mn "27 
O0=nKl 
|n? — y= — (2 — 1) m(nn led) 2 1 
29m 2n 4, 
Rezultat: = 


Ha 
Napomena 1: U ovom primjeru smo pomoću računskih operacija dati izraz 
sveli na prostiji oblik, pa smo tek tada u dobijeni pros:11 oblik uvrstili izraz kojim 
je zadana veličina x. Ovdje bismo, iznimno, zbog oblika veličine x, brže došli do 


rezultata direktnom zamjenom. Zaista: 


m( 2 mn ) I 
mt Lk ua 2mMm f. 2 
m+G — NU 2" El 
rm NE 90 
\m sj za 7 | ko ne m ini) "_ = 
= vn? + v. vn? zaael 
KATETER MO Vrm 2n4i 
VOTE Va 
aa (Vrt DE 4 Via 38) 
M n2 — = 
ALI. sahn + 1932 = V(n— De 
\{2 
| 


NM EU 


n+ —}}_ n+ 
2n n 


a--1 "n—1 


dei 


Napomena 2. 
Većina kandidata na kvalifikacionom ispitu nije vodila računa o tome da je 
— 1} je 1), 


V(n— 


zi TIP St, VGFN S); 


xx 


te da je zbog: 0 zn=I 
24% —150,n+150,n—I1C 0, 


pa je redom 


in? — TI! = — (12 — 1) 
hy" y 1 =n+1 
ln — 1|=— (nn — 1), 


odnosno, za = 


Vi = —(i—1), VaRD=n+1, Va Di=- (a 0. 


2) Odredimo najprije definiciono područje D = nejednačine 


——— 5 3, (N) 


D je skup svih realnih brojeva x za koje je 7x—8 £ 0, tj. x = 


Dakle, 
8 
D=R\!—. 
Neri 
Napišimo nejednačinu (N) u obliku 
PX) 0 
O(x) 


gdje su P(x) i O(x) polinomi u varijabili x, 


Iz (N) imamo 


odnosno, 


5); (Ni) 


Skup svih realnih brojeva x za koje su brojnik i nazivnik izraza na lijevoj 
strani nejednačine (Ny) istog znaka su rješenja te nejednačine. 


Riješimo nejednačinu (N1) na nekoliko načina: 


a) Rješavanje nejednačine (N;) svedimo na rješavanje sistema linearnih 
nejednačina. 


Naime, količnik je pozitivan ako su djeljenik i djelitelj oba pozitivna ili 
oba negativna, dakle, 


Said (S) V prjakeneot, (S) 
7%— 850 7%%— 850 


Skup rješenja prve nejednačine sistema ($;) je = (svoji _) a druge (7+ o) 


Skup rješenja sistema ($;) je: 


o)n{{ sj =")=-(1 i (Vidi sl. 31) 
9 J) Fi 9 


NNNNNRNNNN AZ uk 


(9) x 


BIL 
7 9 
S 31:. 


\ stade % SLAMA NRK. 
Skup rješenja prve nejednačine sistema (S) je ( "= ,-H o). a druge (- 00, _) 


Skup rješenja sistema (S?) je: 


nl isto o Pi, a (Vidi sl. 3la) 


XXX U UZ 


0 


SL. 31 4. 
Rješenje nejednačine (N)) je unija skupa rješenja sistema (S) i (S2), dakle, 
8 II 
= eg, EH 
55) 
Ket ! $% , 8 11 
Prema tome je rješenje nejednačine (NM) interval S GP 


9 
Rezultat: ta a = 
7 


9 
b) Nađimo nule polinoma u brojniku i nazivniku izraza 
Geza. 
Ix= 0 


8 aa I 
ME iz su krajevi intervala: (- -— 


(Zašto su tačke — i = isključene?) 


U svakom od tih intervala izrazi —9x + 11, 7x— 8 imaju konstantan znak 
(ili su pozitivni, ili su negativni). 

U ovisnosti o njihovom znaku odredićemo i znok njihovog količnika, 

Ova ispitivanja zgodno je iznijeti u vidu tabele. Zbog toga se ovaj metod 
rješavanja nejednačine često naziva i ;tabelarniih metodom". 


"Tabela 2. 


Iz tabele se vidi da je skup rješenja zadane nejednačine 


E 11 
," j. 


c)} Množenjem nejednačine (N) sa (7x — 8)2 dobićemo 
(= 9x + 1W)+ (7x — 8) = O (N2) 
Lijeva strana nejednačine (NY) je kva- 
dratna funkcija čije su nule _ $ a Koeficijent 
uz kvadratni član je (--9)- 7 20, pa je skica 
njenog grafika kao na slici 33. 
Sa (SI. 33.) se vidi da je funkcija pozitivna 


" Bi u" 
7 , 9 : Si. 33. 
SRI ! a {8 M 
Dakle, skup rješenja nejednačine (N) je =" 7): 


Metod c) se često naziva ,grafičkim metodom"? rješavanja nejednačine. 
d) Razmotrimo još jedan od grafičkih metoda rješavanja nejednačine, 
Nacrtajmo (približno) grafike funkcija: 


y = 9x -- 11, XX a 7x Kej 8. 


Istaknimo tačke u kojima dati pravci sijeku x osu. Rješenja nejednačine 
(N1) jesu one vrijednosti x za koje se oba grafika nalaze sa ,,iste strane"! x ose (oba 
su iznad x ose, ili, oba su ispod x ose). 


SI. 34. 


Sa sl. 34. se vidi da su oba pravca sa iste strane x ose jedino u intervalu 
Ke 
7" 9 )' 
PR " = za Ji) 8 11 
Dakle, rješenje nejednačine (N) je interval sa —). 
\ 
3) Detiniciono područje D(f) funkcije 
254 —4x 
je skup svih realnih brojeva x za koje je ispunjen uslov: 
25323 — 4x 50 (N). 


4 
Nule kvadratne funkcije y = 25%5 — 4x su x1 = 0, x2 Je 


39 


40 


Pošto je a=25 tj. a = 0, to je 25%? — 4x = 0 u intervalima 


4 
(— %, 0) (za = o) (Vidi sl. 35.) 


Prema tome skup rješenja nejednačine 
(N) je 


4 
(— %,0) U ma + U) 
Dakle, 
D(f) = (— 0,0) ul P o) 
25 
Rezultat: 
D(f) = (= 0,0) U = = o) 
25 
4) U jednačini 


Kad pak 
dim 3" 2 mg" Zana 


Sk 335, 
O) 
nepoznata x je u eksponentu stepena, pa je 
to eksponencijalna jednačina. 

Definiciono područje D jednačine (/) je D = R. 

Jednačinu (/) svešćemo na oblik jednakosti dvaju stepena jednakih osnova 

af) = (9, O zafi (ZO 

gdje o f(x) i g(x} polinomi. Jednačina (/1) je u D ekvivalentna jednačini f(x) 
=g(x), 


Imamo: 


1 t 


; NR: su _! 
(JJ) =4 L 2224-1 = 39" 2 +3 24 o Ar 2-1 —=—3t1+ 321 L 3-3 25 de 
J SG | Ga 3 RON 3, ZE 4\' 
(i +4)= 3-6? -L 3 eg ME 13) = e() = 
32 32 
= 


AG saa dj I 3 
Dakle, rješenje jednačine (/) je x = — 


Rezultat:-=x 


n|w 


S) Kako je 


s—(I Si 6), 


to je 
sin"? := sin fm—(a = 8)}| = sin(x -— BB). 
Odavde, primjenom adiclone teoremc, dobijamo: 
sin y = sin 4 COS S -;- sin f COS 7, 
Da bismo odredili sin 7, treba još samo naći cos x 1 COs £. 
cos = + VI — sinta = /; mt (25 


al Too AL69 13 


Za / 9 16 4 
ST NEK MA GE otme Nm = — = 
c0s B = | — sin NG 25 A/95 5 
Dakle, 
= 3543 63 
SIMA = = 25 St am 
S S, 13 6 
Rezultat: 
sin = 
y= "=. 
65 
Treća smjena 
Zadaci 
I) Dokazati da je 
l j a 
- G}ae at I 1 —-— a= 2 ć 
"S SZ mar oC MW 0. OSaAI) 
at—a 2? a? -ra ? a? 


2) Za koje vrijednosti parametra k jednačina 
(k += 3)xX2—2(R-P.I1)xrkR—= 5-0 
ima realna rješenja? 
3) Riješiti nejednačinu: 
6 u 
mg" 
4) Bez upotrebe tablica odrediti x ako je 


U og 9 log 2 


x == 10: 1002? (baza je 10) 
5) Dokazati da vrijedi jednakost: 


2 sina — sin2 o. 


s SE 
= — TUTKOAgt = 
c0s2%—2cosa-_ 1 2 
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Rješenja: 


1} Uz uslov O = a :£ 1 definisani su svi izrazi u datoj jednakosti. Dokažimo 
da za svako a koje zadovoljava taj uslov vrijedi data jednakost. 


Zaista, 


{ 1 1 | U U 1 i H 
a? (a? —a ?)(at—a 2?) —(a—a?)(a?4-a 2)--(l1—a?)(a?— a 2} 2 
= =. "A i ji i i die + {= 
(22 —a 2)(a? a 2?) a? 
3 al E I La = = 2 mu = 
a? sa TA Eva Za a? +a Ž a ;G -k a? S?) mo a z +a Ž 2 


2) Rješenja jednačine 
(ke 3)Ae2(k+l)x{-k—5=0 D) 
su realna ako je diskriminanta D jednačine (/) nenegativna, tj. 


D=0 (D = b2 — 40), 


vdnosno, 
4(k - 12443) (ke 5) 20. (N) 
Nejednačina (N) ekvivalentna je nejednačini 
k- 420. CN) 


Rješenje nejednačine (N;) je k 2 —4. Prema tome, rješenja jednačine {J) 
su realna ako je k = 4. 


Rezultat: £k 2—4. 


3) Detiniciono područje nejednačine 


Iz (N) dobivamo ekvivalentnu nejednačinu 
6 
—-——-2x13X(0, 
x—2 
odnosno, 
—2x34+7x 
"se 20. (NO 
x—2 
Riješimo je npr. ,,grafičkim metodom". 
Nacrtajmo približno grafike funkcija 


v = —2Xx" -|- 7%, y= s—2. 
I = š WGK. 
Nule funkcije y = — 232 — 7x su 0 di rj 
kako je a = —2, tj. a = 0, parabola je ,, okrenuta na dole"! (parabola je gledajuć 
odozgo, konvcksra). 
Pravac y—=x — 2 siječe x osu u tačNi 


(2,0), a y osu u tački (0, — 2). 

Rješenja nejednačine (N;) su one vrijed- 
nosti x za koje su obje funkcije istoy znaka, 
kao i nule funkcije y = — 24%" — 7x. 

Sa sl. 36 vidi se da parabola siječe x 


" a . 
osu u tačkama 0 i Ja pravac i parabola se 
nalaze sa iste strane x ose u intervalima (— %, 0) 


i(2+). 
2 


Dakle, skup rješenja nejednačine (N) je: 


7) 
R zet (EGO S (2, 
SEDIVEIH 


Rezultat: SI. 36. 
R—(=%5,0 U (. d 
2 


4) Primjenom pravila za stepene i logaritme imamo: 
9 


= log 9—log 2) log 9—2 log 2 


=. |esao io = 00 = 
Kako je po definiciji logaritma 


a!08,N = N 


pa je 


Rezultat: x= 


Zadatak smo mogli riješiti i ovako: 


i) Logaritmovanjem algebarskog izraza 


1 
-— log 9—log 2 


x = 10: 1002 


dobivamo 


log Y -fog 2 


1 oje 9 
log x = log (10: 1002 EST 


9 D 9\ 45 
={1 + log |: log 10 = log10 4. log — = lo (et V=uE 
( ie) g g!03 BU a A) 2 
a odatle 
45 
Aer 
2 


ii) Pravila logaritmovanja mogli smo primijeniti i na ovaj način: 


log x = log 10 + E log 9 — log 2). log 100 —= log 10 + log 9-2 Iog2 = 


96, 0 
= i0g 22 % 
Dakle, 
45 
xx, 
2 


5) Treba dokazati da data jednakost vrijedi za svaki realan broj = za koji 
su definisani svi izrazi u toj jednakosti. 


Odredimo prvo definiciono područje D te jednakosti. 
Kako je 


COS 2: — ZC08% -p Lar 804 — Apie = 2 (OSU 1 10 a A si de 
LAM KG opšte 
= 2 cosa(cosa — 1) = — 4 cos 4 sinh — i kako su tg s, odnosno ctg — defini- 
2 Ž 


; Za. Mk. t 
sani za svako x € R za koje je cos £ 0, odnosno sin-— £ 0, to je 


_ 
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D={xCE R: cos1 £ 0, sm + 04 


={aER:4LOk— Ur o ONETAN 


Dokažimo sada da za svako a € D vrijedi data jednakost. Zaista, 


LIPE 


2 sina + 2 sinacosa 2sina(l —- cosa) 


cos2x—2cosu -- 1 PER = MG. 
) — 4 cos s sin? s — 4cosasin? 

U 1 + coseo. 
= = tga' ma = 


(r4 
= — tgactgt—. 
sinn ; 
Ž 
Četvrta smjena 
Zađaci: 
I) Izračunati vrijednost izraza 
CER RENTEI)E. 
ako je a— (2 — 43), b= (2 — V3)I. 


2) Riješiti nejednačinu 


3) Nacrtati grafik funkcije 

ga o ga RE 7 

pa zatim riješiti nejednačinu y £X 0. 
4) Bez upotrebe tablica odrediti x ako je 
1 os Va ! 

x = 1002 h (baza je 10} 

5) Dokazati: 
sin? (a + 45") + sin (4—45") = 1, 
Rješenja: 
1) i) Dati izraz označimo sa A. Definiciono područje D izraza A je: 
D={a,b:a 4 —1, b£—1}. 


Izraz A napišimo u obliku: 


a 2 IX ko ye a+-b}2_ 1) 
all 55%) (a-— 1)(6 + 1) 


Kako je 


(Reza IH = VI) E D, to ima smisla računati vrijednost izraza 
A za 


Uvrstimo 


Iso hnel U) = iva ZN DEN PVO NUTS) 
s DRVNE AA 51 ROV Sv) _ 
( Em )H 1 1) (33 V3)(3— VI) 
2+VI 2—V43 (DET AB) PSI) 


Rezultat: 1 


Zadatak možemo riješiti 1 ovako: 


11) Direktna zamjena 


u izraz A daje; 


ZEN zv) O EVIGOG= VITO VOR VNa 


343. 3—%43 ER 
_6+V3—-314+6—V3—3_ 6 "= 
6 Re 


ui; Racionalisanjem nazivnika izraza 


dobićemo 


Kako je 
a:1-1—3— 43,8 -1=3+ 43, 


ro Je 
l I EVE Rage MALI G 


ZAPIS EGA 9—3 6 


tražena vrijednost datog izraza. 


2} Definiciono područje D nejednačine 


mn. mm (N) 
xr=2 
je skup svih realnih brojeva x za koje j x—2 50. 
Dakle, 
DEŽFEREST2}; 

Nejednačina (N) je u definicionom području D ekvivalentna sa 

x? _ = = 0 (N)) 
Trinom u brojniku ima diskriminantu D =—16 £ 0, a pošto j a=12 0, 


taj trinom ima pozitivne vrijednosti za sve x € R. Zato je nejednačina (N');) ekvi- 


valentna sa 


x—-2 10 
Skup rješenia nejednačine (N) je, dakle, interval (— 00, 2), 
Rezultat: (— %, 2?) 
3) Grafik funkcije 
Y=—X Pp3x— 2 1} 


je parabola. 
Kako je D = 9—8 = 0, to za crtanje parabole treba naći: nule date funkcije, 


tjeme parabole 1 presjek grafika sa y osom. 
Nule zadane funkcije su rješenja jednačine 
—x a 3x—2 — 0. 


Dakle, 


Kat) eri 8 


Napišemo {i formulu 


u obliku 


dakle, 


neposredno zaključujemo da su koordinate tjemena T 


3 H 
meri. osa i Alpi =" Wi dakle, 
2 4 


4 | 3 I sa 
240, ) | 
2 4 
Presjek grafika sa y osom dobićemo kada 
u (1) stavimo x == 0. Dakle, to je tačka (0, — 2). M 
Pošto je a = 0 parabola je ,,okrenuta na 
dole? (parabola je gledajući odozgo konveksna). 
Sada u sistemu x 0 y nacrtajmo parabolu 
y= —X%-|+3x— 2, 
Napomena: Kako zadana funkcija ima 


realne nule, to smo koordinate xg i ym tjemena 
7' mogli naći i ovako: 


a ym iz jednačine 


dakle, 
Se o se plakata 
4 


Riješimo nejednačinu y = 0! 

Sa sl. 37. jasno je da je y 20 za x EP =(—0, | U (2, + 0). 
Rezultat: PB _ = (— co, U U {2, + X) 
4} Riješimo zadatak koristeći jednakost 


alo, NY — NN, 
Imamo: 


Me 1 4, | e 
—\ogV/a ze togV/2?) 1—logy/21 


= 10042 = 10 = 


1 
x = 1002 


== |0O108 10 1062 — | (108 5 = = $, 


Rezultat: xn" 5 


5) Definiciono područje je D = £R. 


Kako je prema adicionim formulama 


sin(x + 45") = sin s cos 45" -- sin 457 cos + = Ea SID s - "% COS % == = ! 


'sinx + COS 9), 


$. 
sin (u — 45") = sin s cos 45" — sin 45% cos a = - (sin = — COS 3), 


TO 


3 


,/2 T ko ; 


sin? (x + 45") + sin? (1—45%9) = | + (sin a + c0s a) __ (sinx—cos2)| = 


di oa : W% ; ; I 
=" -(sinta + 2 sin = cos x 4: cos?a) — -— (sinša — 2 sin s. COS 4 — COS2 5) = | 
2 2 


(sin? x + 2 cos s sin a — C0s%u | sinh x — 2 sin a C0s |. =CO0s% 7) M (2 sin? s 


2 cos%4) — sina + costa = | 


Pera smjena 
Zadaci: 


I) Uprostiti izraz 


/ s dV reko dar VE), Sd). 
Nama '\/xy+Vvx—o? Vx— Vx— al 
2) Riješiti sistem nejednačina: 

2x—3x—5 2 0 


2 %+— xx. 


3) Izračunari x iz jednačine 


2x—3Vxs—-2— 0. 


4) Riješiti jednačinu 
log (a—2x)—log (SI a—4x) - —2 (baza JE IG 0) 
5) Dokazati da vrijedi jednakost 


sint zx — costa 


= Sin s + COS 3. 


sin 4—C0S % 


Rješenja: 

1} Odredimo prvo definiciono područje D datog izraza. Uz uslov xx a 
svi iracionalni izrazi su definisani. Treba još samo pretpostaviti da je a £ 0 jer 
bi u suprotnom vrijedilo \/x — Vx — at = 0, pa izraz 


9 


Vvx+ ,/x — a? 


vx—VvVvx—a 


ne bi bio definisan. 


Dakle, 
D={xER:x5 8, a£0}. 


Transformišimo sada dati izraz svođenjem na zajednički nazivnik izraza 
u zagradama. Dobićemo: 


NGC AI VWG xi %IS)- 

x—a" x/x + Vx— at xx — Ax d) 

— JE NEDA VEED) 
x— 2" \/x H+ Vx— a?) (4/x — Vx— a?) 


S JL x% %x— masa m ore Sg 
se =) 


xX—x+ a? 


x—a' a? x—kR 41vx vid 


a? 


mr =. 


Rezultat: 


— a? 


(x — 22) 


2) Definiciono područje D sistema: 
2 —3x—520(I1) 
22xX3-4+x(2) 


) (S) 


je DSRER 
Riješimo najprije prvu nejednačinu si- 
stema (S). Kako je diskriminanta D = 49 = 0, 
to kvadratna funkcija y = 2%2 — 3X — 5 ima 
5 I 
realne nule x; = — 1, x2 = ae Pošto je a = 
= 2 = 0, to je 244 — 3x— 5 2 0 u intervalima 


(— 9, — Il i NJE + D). 


Prema tome, skup rješenja nejednačine 


(D je 
Ni =(—%,— 1} Ulm + 0). 


Riješimo sada nejednačinu (2), Ona je 
ekvivalentna sa nejednačinom 


KATERA SSIVLET()| Si. 38. 


Nuie kvadratne funkcije y = x? — x—2 


SU XI = —2, x2 = 1. 


Pošto je a= | 5 0, (upkona ima nega- 


tivne vrijednosti u intervalu (—2, 1). 
kup rješenja nejednačine 


NL IZ 


7 


Prema tome, £€ 


(2) je 
S S =02}X}}) 


Skup rješenja sistema (S) je skup svih 
realnih. brojeva koji su rješenja i nejednačine 
(D i nejednačine {2), dakle -AAi() o/a = 


(SRS 


Rezultat: (—2, — 1}. 


SL. 40. 


3) Definiciono područje D jednačine 
2x—314/x—2—0 (T) 


je 
D=|01%). 
Uvodeći smjenu y — A/x jednačina (/) prelazi u jednačinu 
232--37—2 =- 0 
čija su rješenja 
3—V95+4+16 ,3+V9+16 
7 4 : 4 
dakle 
l 
y= ——,3=2 
Kako je zbog v — 4/x,y 2 0, to je 
Ka 
Iz 
Gaga 
dobijamo 
x— A. 
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Rješenje jednačine (/) je x = 4. 
Rezultat: x = 4 
4) Odredimo, najprije, definiciono područje D jednačine 
log (a—2x)—log (51a—4x) = —2 (a = 0). (L) 


D je rješenje sistema nejednačina | 


a—2x2=0 /, Sla—4x = 0, 
Zato imamo 
a Sla a 
(a—2x50) A (51 2—4x20)+(x= —AxLF—|RXxa-. 
2 4 2 
Definiciono područje jednačine (L) je: D = ( — 00, jih 
Jednačina (L) je u D ekvivalentna jednačini 
a—2x 
ie = 2, (Li) 
Sla—4x 


odnosno jednačini 
Sla—4x == 100a—200x. 
Rješenje posljednje jednačine je 
= Mi Mogao) 
4 
) | 
Kako je T CD; tolje će Ž rješenje jednačine (L). 


Rezultat: 


5) Definiciono područje D date jednakosti je: 
D={1ECER: sina £ cos = {1 S R:47 ak (kE Z)). 


Kako je razlika kvadrata 
at—5? = (a—b)(a + b), G) 
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to 


sina — costa (P (sin? a — cost a) (sin? a + costa) D 


SIN A — COSa sin % — COSZ 


(sin s — cosa) (sina + 052) 


i = Sina = OSA, 
sin A — COS 


pa data jednakost vrijedi za svako s CD, 


ZADACI NA KVALIFIKACIONOM ISPITU ODRŽANOM 
I. SEPTEMBRA 1983. godine 


Prva smjena 
Zadaci: 
1) Uprostiti izraz 


3) Naći sva rješenja jednačine 


1 E 
-—- —=2(sinx — COsx). 
Cc0S% 
4) Riješiti nejednačinu 
Kek = 300). 
x%—- 6% + 9 


5) Za koje vrijednosti parametra 21 jednačina 


Gm + 1) x2—2x y 2m—1 = 0 


ima realna rješenja? 


Rješenja: 
I) Izraz 
x =-2- xx 4 xr2— Vi 
; xXP2-—VxX2—o4 x712— Vx-4 
\ ima smisla za x € (— 00, —2) U (2, + co) za koje su nazivnici naznačenih razlo- 


maka različiti od nule i podkorjena veličina pozitivna. 


23 


Kako je 


{a + b)? = a? — 2ab + 2 (D 
(a—b)(a + b) = at—b2 2) 
Va=aza ao 0, (3) 
to 
/2 


_ GE H2IH VREME (kd 2— Više 492 
(x+2— Vat Ax +2 i Va 4) 


D.C), Đ (x-1-2)žH2(X 2) xi 4 xh (k i DR (x 2) RA A 
(x + 23 — (td) 


Zadar?)  2E PHI ExZD_4x_ 


(x + 2) — (x— 2)(x — 2) aet IND see 2) 4 


Rezultat:_x 


2) Jednačina 


x Ka_ I 
rd Ki j = og4 dG) 
9 8 log 8 


e eksponencijalna. 
Definiciono područje D jednačine (/) je: D = R. Riješimo jednačinu (}). 


2x --Be+3 2 -F3 
De( Še "atol U TV 
3 3 log 23 3 JIORJZ 
-x13 1 
-G) - (7 S—xj32e | ye2 
3 e) 


Proba: 


4,2 27 1627 2 log2? {og4 
(2) $B 818 3 log2)  log8' 
ovo je desna strana jednačine (/), pa je ona tačno riješena. 
3) Odredimo prvo definiciono područje D date jednačine. Očigledno: 
D= {ER cosx 0}. 


Kako je 


c0s x = 0 za x = (2k + ke (k €E Z), 


D={xER:xx(2k— )E MEELZIE 
Riješimo sada datu jednačinu u skupu D. Množenjem te jednačine sa cO$ x 
dobićemo jednačinu: 
2(sinx | cosx)cosx — |, 
odnosno jednačinu: 
2 sin x c0s x + 2 cos?x — | -— 0. 
Ako iskoristimo trigonometrijske identitete 
sin 2 x := 2 SIN X COS Xx 
2 costx -— | -— C0S 2x 
iz posljednie jednačine, dobićemo jednačinu 
sin 2x + cos 2x = 0 
koja je ekvivalentna sa jednačinom 


sin 2x — ie( a= %) = 0, 
Ž 


Primjerom adicionih formula posljednja jednačina prelazi u jednačinu 


Šujti. = tog l2= EI S) 
4 4 


koja je ekvivalentna sa jednačinom 


COS (em Gm ) = 0. 
4 


Dakle, za svako x € D data jednačina ekvivalentna je sa posljednjom jedna- 
činom čije je opšte rješenje 


JE ZE (ZkAHTIJA KESZ} 
" ( = (kEZ) 
odnosno 

x = (Ak + 3) JA (BEZ). 


Kako je za svako kE€E Z 


Ad ;aa— TEMI | Tad 
GREEN = (2Rk kg 


(Ak + 3)— €D; 


pa su = (sk+ 3) (kE Z) 


sva rješenja date jednačine. 


Rezultat: 
x—(4k + 3) (kEZ) 


Napomena: 


Ako nismo odredili definiciono područje date trigonometrijske jedračine, 
onda treba na kraju zadatka provjeriti, direktrim uvrštavanjem u datu jednačinu, 
da li su dobijena rješenja stvarno rješenja te jednačine. 


4) Odredimo definiciono područje D nejedreč re 
ax PM ORAAV 
X%+6x49|| 


(N) 


Kako je 
xt L 6xX+9—(x-+ 32, x=- 3 LkO=xL—3, 
to je 
D=R\{-3}. 


Kako je (x + 3)? pozitivno za sve realne | 
brojeve x iz D, to je nejednačina (NN) ckvi-Y 
valentna nejednačini 


— xX2 + 13% — 40 = 0 (N1) 


čije je rješenje interval (5, 8) (sl. 40). 


Prema tome, skup rješenja nejednačine 
(N) je: 


R=(5, £) 
Rezultat: RP = (5, 8) SI. di 
5) Rješenja jednačine 
3m + 1)x2? — 2Xx + 2m — 1 = 0) (T) 
su realna ako je diskriminanta DE 0 tj. 
4— 4083-1 |) (2m— 1) 20 
odnosno, 
—692 Hm i2 20. {N) 
Rješenje ncjednačine (N) je interval 
|= a ,) (SL. 42.) 


Prema tome, rješenja jednačine (/) su realna za 
; 2 
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Rezultat: 


MN 
po 
u — 


Druga smjena 

Zadaci: 

I) Uprostiti izraz 

a? — b3 


3772 — 2 ab — b2)(at — bila — b)' S I" 
, V(a 2 ab — 4?) (a? — 8?) (a -— b) (a = b)2 


a — 
2) Riješiti jednačinu 
ZVBl1— 101 9-—-3=0. 
3) Riješići jednačinu 
; 3 NR NN 4 SG I 
(sinx -- cos x)? = 2 sin | -x)'sin( -—x|. 
\ 4 / 4 
4) Riješiti nejednačinu 


= 2 DANE 57. 
Agda) 


10. 


5) Odrediti mm u sistemu jednačina 
5m—3y=Xx—y 
3x -| 2m + 2 em 


tako da rješenja sistema zadovoljavaju jednačinu 


3x—y= 6. 
Rješenja: 
I) Izraz 
b SEP HC = = a? | b3 
m— VOS FO (at JA EB). SE ij 
ima smisla za a £ + b. 

Kako je 
at — 2ab — $E = (a — bb)? (1) 
at--b)=(a—b) (a + b) (2) 
=" ab = v mia x b, (3) 
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to je 
Lam 3/ 


EK =={2}3 
22% ME 
(2 


(a T be 

b 37, = -—— : 03 — b3 

slt=75 -V(a— br(a— b)(a + 4b)2e go 
mne SE ( KiB 
b 37, — / a? — b3 db I A 
S NICE ZO) VOLE be S a — b){a3 — 49) = 
=: ( NeA Kleta To 
= b(a3 — 48). 

Rezultat: b (a8—583) 


(a2— 25 -1- b2){a? — Bi) (a — 6), 
U 


2) Definiciono područje D jednačine 


SAZA =101ZB 3 T) 
je Ho); 


Jednačina (/) je u D ekvivalentna jednačini: 


3Z(V9J— 10 V9 =3=0 O 
Smjenom 


y SR (y= 0) 
jednačina (/1} transtormiše se u jednačinu 


3y—109 + 3 = 0, Je) 


čija su rješenja 
; l 
MG JA y= 


Oba rješenja zadovoljavaju uslov y 2 0; imamo: 
xx 2 2 
VS =353" =315— =|=ex=2. 
x 


a 


u 2 
vV9O= ) sa dim 20 =—{|=X=-— 2. 


Kako je x—=—2E€E D, to je skup RP rješenja jednačine (/): 


Rezultat: 


3) Definiciono područje date jednačine je skup D =- R. 
Kako je 


(sin x —- cos x)? = sin? x +- 2 sin x COS x —- COS2 x, 


2sin( — x) sat ee a = lan S COS x —- sin x COS "). 
TOM EM 4 


-(sin— cosx — sin x cos "| = 
4 4 


=2(sin?_" costx —- cos? — sin? x) -— costx — sin? x, 
4 
data jednačina ekvivalentna je sa jednačinom 
sinžx — 2 sin x COS x — CO xy == C0S%x — sin? x, 
odnosno sa jednačinom 
sin x (cOs x —: sin x) = 0. 


Iz posljednje jednačine slijedi: 


sinx—O0 '" sinx— C0sx = 0, 
odnosno 
NE U \ 
sinx =0 Y sinx + sin = = | = 0 
Dakle, 
= ka (kEZ){x=(Hk=3)} (k E Z) 


Kako je D = R, ovo su sve rješenja date jednačine. 


Rezultat: x = k=(k E Z), x = (4k- 3) H (k G Z) 


4) Definiciono područje D nejednačine 
ZA (POJ SY 


x%x+2x— | 


+ ti; 
je: 
D=RS {1}. 
Nejednačina (N) je u D ekvivalentna sa 
== 2%2 = 9x PS T0. 
Skup rješenja nejednačine (AN) je, prema tome: 
/ 


; I 
R=(=0,—I) | a a= ;) JO FM) 


Rezultat: 


(N) 


(NI) 
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5) Definiciono područje D sistema 


5m — 3Y = Xx —y Š 
-E MEKE) 
3%x — 2Mm = 2y — m 
je: VWEZER 
Sistem (S) napišimo u obliku 
x-— 2y = Sm ) (S) 
3x — 29 = — 91 2 


Riješimo {i sistem ($1) metodom ,jednakih koeficijenata'", dobićemo 
XP mv SaRmii 
Kako po uslovu zadatka rješenje sistema zadovoljava jednačinu 


3x—y — 6, 
to vrijedi 


3m—2n = 6 


dakle, 
m= 6 
Rezultat: 
me 6 
Treća smjena 
Zadaci 
1) Izračunati vrijednost izraza 
(a + JA HI AD) 
ako je 
aa (3 2 VB) 41} bi ={(2— xx). 
2) Riješiti jednačinu 
2r (12). Ar. (0,50% — 1, 
3) Bez upotrebe tablica odrediti osnovne slemente trougla ako je 
a—2 142, 1 =— 45", 3 = 120". 
(= je ugao nasuprot stranice a) 
4) Riješiti sistem nejednačina 
ZAMKI 
TERASA 


5) Ako je površina konusa 2, a površina omotača konusa M, odrediti sinus 
ugla između visine i bočne ivice konusa. 
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Rješenja: 

I) Urađen (vidi prvi zadatak četvrte smjene u junu), 

2) Definiciono područje D date jednačine je D = R. Riješimo je! 

Ja(e-2). Ar. (0,5)%+2 == | zn 222). 22(z—2) . J-1r-2 = 2? g 22" MW 1212 

H = 2" a rb mm 2" a xX—x—6 = O = x ——2, x = 3 

Prema tome, skup rješenja date jednačine je: 
| (Pije {=2i 3). S S 
! Rezultat; Re{= 23} 

JPOdrediMO prvo izio-. 

Kako je 

s+60— = 180", 
to je 
22 1807 (475 P} = 15". 


Odredimo sada stranice 56 i c€. Prema sinusnoj teoremi iz 


a DD 
sih= = sin 
slijedi 
Ka sin B ) 
sin x 
pa imamo 
x3 
2v a 
b= /2 — = ; 
Vivp=2V3. 
\= 
2 
Analogno zaključujemo da je 
c=2 sin Y e 
sin ž 


pa da bismo odredili stranicu c, potrebno je naći sin 7. 
Kako je 


sin 7 = sin 15" = sin (45% — 30") = sin 45% cos 30" — sin 30" cos 45? — 


/2 /; 
za NES GXS/BEKM), 
a ; 
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to je 


GORE 
c=2\2 = = V2(V3— |) 
1v'2 
2 
Rezultat: = = 15", b=-2 VI, c= V2I(V3— I) 


Napomena: 
Stranicu c smo mogli odrediti i primjenom kosinusne teoreme: 


et a? — "—2ab cos 9. 
Ako zadatak rješavamo na ovaj način, dobije se 
STEVE 1429. 
To ne treba da nas zbuni jer se lako (kvadriranjem) uvjeravamo da vrijedi 
2 (WMI =) =2VI2I=A3. 


4) Definiciono područje Đ sistema 


ES 3 7) 
oa) 465) 
7x = za) 


END EZR 


Skup $; rješenja prve nejednačine sistema (S) je 
3 
Mie | s— %hx 
2 


Skup $; rješenja druge nejednačine sistema (S) je: 


Prema tome, rješenje sistema (S) je: 


ZLU LIM a 


2 Pa 
Rezultat: S = i Ž U G 
2 Ž 


5) Zadane su površina P i omotač M 
konusa. Treba odrediti sinus ugla = između 
visine Zi i bočne ivice s konusa (sl. 43) 


Kako je 


M = 17 (t) SI. 43. 
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P=f=+:M (0), 


to je 

; PSDI KU ME GT EG 
KEN SR ig S O 

S. M M M 

Rezultat: 
j -- M 
Sim +, = 
M 


Čerorta smjena 
Zadaci 


1) Uprostiti izraz 


I Va+4 VE Va— 4v5\ | ! 


pm ' o pm z da (a,b 5 0;a 54146) 
\MMa + 4Vb—VVa— Ave (a — Va? — 16 b)2 
2) Riješiti jednačinu 
alog 100%) — pl-10g 7. (gb)log 00%) = ala 2) 
(a 5 — konstante \ 
W24;  bsSl1. 7 
3) Bez upotrebe tablica odrediti ostale uglove trougla kod koga je 
a:—3—+ 4/3, b=3 1/2, u = 75" (x je ugao nasuprot stranice a). 


4) Riješiti sistem 
2x3—$x—3 = 0 
—3x  r 10 = 0. 


S) Odrediti a tako da grafik funkcije y = ax2—2x -- 2 dodiruje x osu, a 
zatim nacrtati grafik funkcije za dobijeno a. 


Rješenja: 
1) Označimo dati izraz sa A. A je definisan za svako a,b EC R koji zadovo- 
ljavaju dati uslov: a 62 0; a 44. 


Kako je 
(a 4 b) = 2 + 2ab — B) CD) 
(a—b) (a + b) — at—b? a) 
A a? 
(zlim 650) ) 
\5 / p? Ć 
Pe Vava. BOGU 4) 
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A (Vas 4Vvb Va 4v5). ! 


(Varsvb—Va— 435) (at VaR— 165) 


D,Đ,Da = 44/b1 2 Vat — 166 a— 461 
a= 4Vb—2 Vat 166 —a—4vb (a+ Vat— 165) 


_2(a—- Vat— 165) a Val_16b 1 


2(a— Važ— 16b) a+ Xlat— 165. (a-— V/at— 165) 


(EN 
R 
= 


: Aga = 165)" | 1 
at—at—16b. (ga— /a— 165) 166. 


Rezultat: 


1 


165 
2) Definiciono područje D date jednačine je: 
D= (0, +— %), 


Koristeći pravila za logaritme i stepere, dobićemo 
glog 1002) --  )|-loge + (ab) log(10x) — a (a — 2) a g log 100-=10g + pl-logx. gl0E 10 4ogT. 


" plog 1041 PORE im a (a Zna 2) = g? log -- p)_loga.  }-loge. ali log % 


= a(a -- 42) 


Ba. gogr_ |. gb. glogi — a (g — b2) = 107 = ga (a -- 02) — a (a -- b2) =e glott = 


def, 
logaritma 
= | gost = gbelogx = O 2 xy = 09 exe |. 


Kako je I € D, to je x = 1 rješenje zadane jednačine. 


Rezultat: x= | 
3) Odredimo prvo ugao 3. Prema sinusnoj teoremi je 


M - DM 
sin 5 = —— sin +, 
a 


pa treba odrediti sin a. 


Kako je 


sin x == sin 75" == sin (45" + 30") = sin 45" cos 30" — sin 30" cos 45% = 


Ne V2 (I + 1, 3), 
4 


imarno 


MN UV 3 1 + 43 = 3 1143 3— TEME 
JENS 23143 2 3P4V3I=VI 
. ZVLNK 
2 6 2 
Otuda 
B= 600 


Odredimo još ugao yY. 
+ = 180"—(4 + 0) = 450. 
Rezultat: 
3 = 60", + = 45" 
4) Definiciono područje D sistema 
2x% — 5x— 320 


—3x+|10 20 ) o) 


je! De=R, 
Skup rješenja prve nejednačine sistema {S) je 


9 -(- 00, — ))4G6+ 2) 


a druge nejednačine sistema (S) je: 


Rješenje sistema (S) je skup 


, 10 
P=HOYH = ke + o) 


3 
Dakle, 
s=(2,+ o) 
3 
Rezultat; 
, 
= (S - o) 
3 
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5) Grafik funkcije 
y = ax — 2x + 2 (a A 0) 


je parabola. Ona dira x osu ako je diskrimi- 
nanta D kvadratnog trinoma ax? — 2x -L 2 jed- 
naka nuli. Kako je 


D=044— ga Osa=—, 


1 i 
to za a = Ka parabola dira x osu. 


Nacrtajmo grafik funkcije SL, 44 


y= = xt'=2%x-- 25 Ja (x — 2). 
2 


Nula date funkcije je x = 2, 
Parabola siječe y osu u tački (0, 2). 


Rezultat: 


JII DIO 


ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKOM 
FAKULTETU U BANJALUCI 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 
29. 6. 1983. godine 


1) Zadani su skupovi A = {x E N;2 Zx £ 5} i 
B={xEN|4£5x=£ 6}. Naći relaciju (tj. napisati sve uređene parove): 
RP = f(x,v) |y = X}CA x B. 
2) Izračunati i svesti na najjednostavniji oblik 
xl=yP) pdek= DP 
x2 —2%y ky? xy +y) 


3) Suma kateta pravouglog trougla iznosi 32 cm. Ako se manja kateta uveća 
za 4 cm, a veća umanji za S cm, površina trougla se ne mijenja. Odrediti stranice 


trougla. 


4) Konstruisati trougao ako je dato: /e = 3 cm, % = 45", a = 3,5 em. (te 
je visina iz vrha C, a je ugao nasuprot stranice a). 


5) Odrediti broj k tako da jednačina x2—6x— 2%k — 0 ima oba rješenja 
pozitivna. | 
RAJ rej ed Gi KG ! 
230 — 43xr  (), 
7) Riješiti jednačinu: 


Sd 
log (x— 1) —1684 = log (+ ;P 


8) Bez upotrebe tablica odredici ostale clemente trougla (x, 6, ;) ako je Za- 
dano a=b — V18,c— 6. 
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Rješenja: 


1) Kako je 
4 = {2,3,4,5}, B= {4,5, 6} 6 
AXB = {(2,4), (2,5), (2,6), (3,4), (3,5), (3,6), 5 
(4,4), (4,5), (4,6), (5,4), (5,5), (5,6) }, 4 | 
to je ; 
PR = {(2,4)}. 
(Vidi sliku!) ii 
Rezultat: P = {(2,4)} SL. 45. 


2) Određimo prvo definiciono područje D datog izraza. Kako je: 
x2—2xy -H y? = (x—y)2, xy 1 Vi =3(x +), 
to je 
D= {x,y:3yL03A£X}. 


Transformišimo sada dati izraz. Imamo: 


xlogyt_ ax ga (A (CR) (k3) 7 


x%—2xy 49 xm+} (x—y)%y(x + 9) 
_ tone db}yAHy)_ xX2+4y?) 
—— yet. = gi 
Rezultat: 
AGO 


y 
3) Označimo sa a i b katete pravouglog trougla. Kako je površina P pravo- 


uglog trougla data formulom P_ = — ;, to prema datim uslovima zadatka slijedi: 


a -(- bo = 32 
) (S) 
(a+ 4) (b6—5)=a':bj 
Sistem (S) ekvivalentan je sa sistemom 
1 b232 
= } (U) 
— Sa + 4b = 20 
čije je rješenje a= 12, 2= 20. 


Rezultat: 12 cm, 20 (m. 
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4) Najprije ćemo konstruisati ugao a = 
= xAy=45". U proizvoljnoj tački M poluprave 
4x konstruišimo polupravu normalno na polu- 
pravu Ax i na nju nanesimo duž MN =hc=3 cm. 
Tjeme C trougla ABC je presječna tačka polu- 
prave Ay i prave koja prolazi tačkom N para- 
lelno polupravoj 4x. Tjeme B trougla ABC 
je presječna tačka kružnice sa centrom u tački 
C i poluprečnikom a = 3,5 cm i poluprave Ax. 


Zadatak ima jedinstveno rješenje. Zašto? 


5) Da bi rješenja date kvadratne jedria- 
čine bila realna, mora vrijediti: 


Dž0(,; 
Prema tome, 


36—8k = 0, odnosno, 9—24 = 0. 
Kako je, osim toga, prema Vijetovim pravilima 
x1 vy x2 = 6 
Ma oas=l2R; 
da bi rješenja bila pozitivna k mora zadovoljavati i uslov 
RKO; 
Dakle, k je rješenje sistema nejednačina 
ki 


Skup $ rješenja tog sistema je 
ST. 
s=(,2). 
Ž 


Rješenja date jednačine će, prema tome, biti pozitivna za 


=€(6—|. 
Ž 


kE (o. U 
2 


6) Definiciono područje D date nejednačine je D = R. Riješimo je! 


Rezultat; 


GA) 
2327 — 43% — () za 23%" — 26% a 3X2? £ 6x 2 
2X—2%xL02xE (0, 2) 


{(%} baza je 2 I) 
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Rezultat: 
x E (0, 2) 


7} Definiciono područje D date jednačine je 
Del, +); 


Ta jednačina je u D ekvivalentna jednačini 


odnosno jednačini 


čije Je rješenje 
x=—l. 
Kako —1 € D, to data jednačina nema rješenja. 


Rezultat: Jednačina nema rješenja. 


8) Prema kosinusnoj teoremi 


Kako je, 


Rezultat: 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 
29. 8. 1983. godine. 


1) Rastaviti na proste činioce izraz: 85—at— 2? + a. 


2) Izračunati vrijednost izraza 


ako Je x=027. 


3} Koliki su kraci jednakokrakog trougla kome je osnovica 36 cm, a krak 
za 6 em duži od visine na osnovicu? = 

4) Konstruisati jednakostranični trougao ako je data visina 2 = 3 cm. Iz- 
računati površinu kruga upisanog tom trouglu. 

5) Odrediti skup svih rješenja nejednačine: 


2x2 | 553 £ 0. 


6) Odrediti područje definisanosti logariuna i riješiti Cdnačinu: 


log {12 — 2 | =3- -- 
2 


ilxr-32? 
h ) =, 
2 


8) Dokazati tačnost identiteta: 


7) Riješiti jednačinu 


COSYX 


Rješenja: 
1) a5—-a4—2? 1 a = a5—a?—(a%—-a)} = a(aB—1)—a (a3—1) = 
= alaš—)) (al) = ala— (a? — a - 1). 
Rezulrat: 
a(a—1)2- (at —- a + 1) 
2) Definiciono područje D datog izraza je D = (0, + 0). 


Transformišimo dati izraz. Imamo: 


a 2 5 E 1 5 IH Sid 8 £$ a 
x$:M/x=x$:x 2 =x$-x2 =x8 2 —x$ =x3=x 1/x. 
Vijednost tog izraza za x = 27 je 
27:4%27=27:3— 81. 
Rezultat: 81 
3) Prema uslovu zadatka je 
h+6= 6, (1) 
Primjenom Pitagorinog pravila (Vidi ski- b 
cu!) dobijamo: 
b2 =. 2 + 324 2) 
"=. . (s SG 
Izdl)i OG) slijedi 18 
b2 = (b—6)2 — 324, SL. 47. 
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odnosno, 


b% = b2— 126 -}- 36 + 324. / 
Dakle, (s m 
b= 30. 
Kezultat: 30 cm. 
4) Kako su unutrašnji uglovi u jednako- 
straničnom trouglu jednaki 60", to najprije k KO = 


konstruišemo ugao X' xAy = 60". U proizvolj- 
noj tački MI! poluprave Ax konstruišimo polu- 
pravu normalno na polupravu Ax i na nju 
nanesimo duž MN = hh = 3 cm. Tjeme C tro- 
ugla ABC je presječna tačka poluprave 4y i 
prave koja prolazi tačkom NN paralelno Ax. 
Tjeme B je presječna tačka kružnice sa cen- 
trom u tački C 1 poluprečnikom a = AC i 
poluprave 45x, 

Zadatak ima jedinstveno rješenje. Zašto?. 

Kako je poluprečnik r kružnice upisane 
tom trouglu 


S1. 48. 


1 == Ce =}, 
3 
to je površina P tog kruga 
P edit 7. 
5} Diskriminanta D kvadratne funkcije 
v = 22% + 5%x — 3 


E SI. 49. 
D=25—+24—= 4920 
pa funkcija ima realne nule: 

x)=—3,  X2S-. 


Kako je a=2 5 0, to funkcija ima minimum. 


Skup £ rješenja date nejednačine je 


(Vidi sliku!) 


1 
Rezultat: ( — 3, ) 
2 


6) Definiciono područje D date jednačine je 
D= {x€ R: = podjela). 


Data jednačina je u D ekvivalentna jednačini: 


čije je rješenje 


Kako je 8 € D, to je x — 8 rješenje date jednačine. 

Pozultat: 

7) Deliniciono područje D date jedračine je D = R. Riješimo je! 
{1 
Ž 


11 :r- de? 
) 16 a 23 _ 2 241 25 32 — |x = A B3XH— ix 4 = 0 


(xx -4Yx me. 
e 


x-=4, x = —-e 
= 
a 


Rezultat: 


8) Odredimo prvo definiciono područje D datog trigonometrijskog identiteta. 


Kako je 
c0sx = 0 za x = (22 — |) : (k E Z), 
l |- sinx = 0 za x = 3 1 2km (k € Z), 
toje 
D={xER: x £(2k — 1) = (k EZ}, 
Dokažimo sada da za svako x €E D vrijedi dati identitet. 
Imamo: 
COS Xx COSK COStx l — sin" x me 
od  sinx 1 — sinx I —- sinx 
— A tg x aan == SRJ ZEO 
C0SX COSXx | COSX 
_— {1 sinx}(1 -b_sinx) go ha 
1 —- sinx 


18 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 
6. 9. 1983. godine. 


1} Uprostiti izraz 


2) Polovina nekog broja je za 4 veća od njegove trećine. Koji je to broj? 


3) Obim jednakokrakog trougla iznosi 19 cm, a razlika kraka i osnovice je 
2 cm. Nadite osnovicu i krak. 


4) Za koje vrijednosti parametra m je funkcija 


y=mNxX%—x—1 
negativna za sve x? 


š 
rta) ; BON 
5) Riješiti jednačinu: (4) = 9, 
6) Izračunaj iog3(W/27- %/$1), 
; PAG l RUOSGK. 
7) Izračunati tg x ako je sin x=0,., KE |0, ). 
5 2 


8) Bez upotrebe tablica izračunati sin 105". 


Rješenja: 
I) Odredimo prvo definiciono područje D datog izraza. 
Kako je 
a) a b a d_j b%ke 2 ab = (a += b)- I 
b a ab ab 
to je 
D={a, b: nRT as — ob. 


MORU =". 
Daje U pu a DE TE MESO. a (dob)(ea BD) n= b 
ZE PORT (arb2? = (a+ 5)? (a — b)? a-—b 


2) Označimo sa x traženi broj. Prema uslovima zadatka x je rješenje jed- 


načine: 
Dakle, 
Rezultat: 
24 


3) Označimo sa a dužinu osnovice, a sa b dužinu kraka jednokrakog trougla. 
Prema uslovima zadatka a i 4 zadovoljavaju sistem jednačina: 


a— 2b:= 19 | 
b-a=2" | 

čije je rješenje 
GR SDESIME 


Rezultat: dužina osnovice je 5 cm, a dužina kraka 7 cm. 
4) Kako je za a = 0, D = 0 kvadratna funkcija y = ax? -r bx — c negativna 
za svako x E R, to je m rješenje sistema nejednačina 
m 20 
L == 4m 20, 


Dakle, 


Mi 


Rezultat: 
| 
mETlf— 1, ) 
((%; 


5) Detiniciono područje D date jednačine je D= R. 


Riješimo je! 


Ig 


(S) =={})} = 2=3 ste} zaradio 
Rezultat: 
x =—10 
4 3 4 25 25 


3 
6) logs( 4427 - W/$g1) = logs (31 + 33) = 1023 34 3 = 10334 = i 


Rezultat: 
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7) Kako je 


sinx sin x " 
(4 = = -— VS a x = (o ) 
COS x r VI —  sintx 2 | 
- I = M 
TO za sinx = = xE (o. ) imamo i 
A/5 2 ' 
E la |! 
/ /7E 
/ I 
tgx -- =: V2= | 
/ l 2 2 |) 
NVO S MS 
Rezultat: 
451 
tg x = "= 
8) Kako je 


1052 =60" 545" 
to je, prema adicionim formulama, sin 105" = sin 60" cos 45% += sin 45% cos 60" = 


/3 V2 2 1 LOZA 
MG sta PAPE ER NE (4/3+1) 


285-%722 ako GE 
Rezultat: sin 105" = = (V3— 1) 
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IV DIO 


ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKOM 
FAKULTETU U MOSTARU 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 
29. 6. 1983. godine. 
I) Pročitati (iskazati riječima) slijedeće formule: 
a VrayE€Dlxr£=y=zEO0GkxkSLZ2ZAZ2KV). 
Ovdje je O skup racionalnih brojeva. 
b) T|(1xE R)x" =—1. 
Ovdje je R skup realnih brojeva. 


2) Izračunati 


(4. ab" ah a=b 


3) Riješiti nejednačinu: 


4) Riješiti jednačinu: 

x3logx-5 = 0,01. 
5) U jednačini 

x%—-9x+e=0 


odrediti c tako da je jedno rješenje te jednačine dva puta veće od drugog. 
Za tako nađeno c nacrtati grafik funkcije y = x2—9x — c. 


6) Dokazati da je n2% + 3n—4 paran broj (n = 1 prirodan broj). 
7) a) Koje su značajne tačke trougla? 

b) Kako se dobijaju? 

c) Dokazati osobinu jedne od njih. 


8) a) Kada su dva trougla podudarna, a kada slična? 
b) Navesti stavove o podudarnosti trouglova. 


9) Ako je sinx = : ;Xx€E U =) izračunati vrijednost izraza: 
5 


(= Ei. 
l— etgx_ 28 
10) Riješiti jednačinu: 
sin'x +— 5 costy — 2 C0S x = 3. 
Rješenja: 
I} a) Za svaka dva racionalna broja x, 7, x £X y postoji racionalan broj z 
takav da vrijedi xx ziz =. ! 
b) Ne postoji realan broj x takav da vrijedi x2 = — 1, 
2} Definiciono područje D datog izraza je 
D— {a,b:a,b£0, a £b}. 


Transformišimo dati izraz. Imanio: 


a—b dn bije 2 a a— ob Mk 3 I 
a) — ab ab a—b ala — b) Ukiah SRJ 
== bla + b) — (a a 52 ab NO b? = o? = 2 ab ==, 2ab | 
ab (a — b) ad (a — b) 
abjena? — ala b) di 
cb(a—b) ab (a —b) IE: 
! I| 
Rezultat: = — a (ab £0, a st b) 


3) Rezultat: x E {— 0, I) U (5, + %) 
4) Definiciono područje D date jednačine je 
D=(0, + 0). 
m Riješimo sada datu jednačinu. Logaritmiranjem po bazi 10 dobijamo jed- 
načinu: 
log x210e+5 — Jog 10—, 
odnosno jednačinu 


(2 log x— 5) log x = —2 
koja je ekvivalentna sa jednačinom 


2 1ogtx—S log x 1-2 — 0. 
Posljednja jednačina smjenom y — log x prelazi u jednačinu 


2y%+—-5y + 2 =0 
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čija su rješenja 


Dakle, 


odnosno, 
x= VIOVx= 10, 
Kako je 1/10, 102 E D, to su x = / 10 i x = 100 rješenja date jednačine 
Rezultat: x = V/10, x = 100. 


5) Neka su x} i xz rješenja date jednačine 
i neka je 


x2) — 2Xi (1) 

Prema Vijetovim pravilima vrijedi 
xi + x = 9 (2) 
X1'X2 = (3) 


Iz (1) 1 (2) slijedi 
Xi dx= 6, 
pa je prema (3) 
c = 18, 


Nacrtajmo sada grafik funkcije 


; S\%. 9 
Kako je y= ( sa = 


A 9 9 Sr 
grafik te funkcije je parabola čije je tjeme % — Ž) (Vidi sliku!) 


Kezultat: c=18 
6) Dati izraz možemo napisati u obliku 
"2? + 3n—4 = nt—1 + 31—3 = (n—1) (na + 1) + 3 (n—1) = (n—1) (a + 4) 
i) Ako je n paran broj, tada je a — 4 paran broj, pa je i 22 + 3a—4 paran 
broj. 
= ii) Ako je a neparan broj, tada je n—1 paran broj, pa je 22 + 32—4 paran 
roj. 


7 


Napomena: Zadatak smo inosli riješiti i metodom matematičke indukcije. 
Zaista je: 
i) Tvrdnja je tačna za prirodan broj n = 2 jer je 
44+6—-4—=6 
paran broj. 
u) Pretpostavimo da je tvrdnja tačna za neki prirodan broj na—Rk)2, 
tj. pretpostavimo da vrijedi 
kt + 3k—4=2p (BENI); 
i dokažimo da je tvrdnja tačna i za nn — ko— 1. 
Imamo: 
(k -. 1) + 3(R + I) = Ri + 2k + 1 + 3k + 3—4 — kt L 3ZkmuA ML 2 (k -| 


+ 2) u 22) +2(k+2=2(p+rk=—2) (paran broj) 

7) a) Značajne tačke trougla su: težište, ortocentar, centar opisanog kruga, 

centar upisanog kruga. 
b) Težište je tačka u kojoj se sijeku težišnice trougla. 

Ortocentar je tačka u kojoj se sijeku prave koje sadrže visine trougla. 

Centar upisanog kruga je tačka u kojoj se sijeku simetrale uglova trougla. 

Centar opisanog kruga je tačka u kojoj se sijeku simetrale stranica trougla. 

c) Teorema o težištu i težišnicama trougla. 

Težišnice trougla sijeku se u jednoj tački — težištu trougla. Težište dijeli 
težišnicu na dva dijela tako da je udaljenost od vrha trougla do težišta jednaka 


3 


— dužine te težišnice. 


(a 


Dokaz: 

Neka je T presječna tačka težišnica 44; 
i BB} (Vidi sl. 51l.). Kako je 4,81 srednja 
linija trougla ABC, to je 


== = FI t MG 
A B1{ AB _ i 41Bi = ) AB (1) 
Neka je 42 sredina stranice AT, a bx; 


sredina stranice BT trougla ABT. Duž 42B; 
je srednja linija trougla ABT, pa je 


Ka SPP a Ti 
A3B, || AB i A2B2 — = (2); 
Iz (D) i (2) slijedi 
AB1 || AzBs i A:Bi = AB. 
Posmatrajmo trouglove A:B,T i 43B:T. Za njih vrijedi 
XA = I A2, SZ Bi = £ Bo, A41Bi1 == A9B2, 
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pa su ti trouglovi podudarni. Odatle slijedi: 


TA; = TA2, TB1-. TB. 
Dakle, 
TA--2 TA, TB=2 TB}. 
Slično, presječna tačka T\ težišnica AA\ i CG, dijeli duž AA1 tako da vri- 
jedi TA = 2 TAL. 
Kako postoji račno jedna tačka koja NJIKE duž 441 u određenom omjeru, 
to je 11 = 7, L% 
Napomena: Teorema se vrlo jednostavno dokazuje pomoću vektora. 
8) a.) Dva trougla ZABC i A4A1 Bi GX, (SL. 522) su podudarna (oznaka: 
AABC = AA} B, C};) ako i samo ako AB — A1B1, BC=B|(G,, CA = C1A1, 


SE Aero Sed, s Birus= A Be, SC S SZ GL. 
C = 
SZ TEJ JI A; 81 
SL. 532 


Dva trougla NABC i AA5BaC (SI. 53) su slična (oznaka: NA ABC-= 


= AA: Bs G) ako i samo F XX A i Ju SXB—  B, SC IO. 
= 
C 
A2 B, 
S1,53: 
b) Stavovi o podudarnosti trouglova 


D AABC = AAB;C, S (AB = AB A ZA = ZA A AČ= AC) 


2 


ZLA MBO S S ABICO e (AB — ABLA ZA = ZA A ZB= IZ BI 


3) AABC = AA BIC, S(AB = A1B1 A BC = BICI A AC = AC) 


4 NABO = AAMBCe(AB = A1B1 A BO — Bi A OXO =: 
S er A ABSSEĆ) 
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9) Odredimo prvo definiciono područje D funkcije f. D je skup svih x € R 
za koje su definisani tg x, ctg x i za koje je ctgx £s—1. 


Dakle, 


D= {xC R: sinx £ 0, cosx s 0, ctgx 1} — {xx E R:x / ku, x = (2k -- 


= = 
+ 1, xF = +kalk € Z)}, 
mu j ( )J 
tt, 
D={xXER:x$ MEDIC EB (k E Z)}. 
Ako je sin x = 7(:€(%-7)). tada je x € D i vrijedi 
2) 
3 
SsInx = , COSX= a 2? "ke 
5 A 25 5 
3 
5 3 4 
tgx=-—=— , CIFX = — 
4 4 3 
Ž 
pa je 


tražena vrijednost funkcije. 
Rezultat: 0 


10) Definiciono područje D date jednačine je D = R. Data jednačina ekvi- 
valentna je sa jednačinom 


4 costx -H 2 cos x--2 = 0), 
odnosno sa jednačinom \ 
2 cos?x + cos x—! = 0. 
Posljednja jednačina smjenom y = cosx prelazi u jednačinu 
2y2 + y—1 0 


čija su rješenja 


= Pre au. 
Me Nj 


Dakle, 


c0sx =—| V Ccosx = 
odnosno 
x=(2k+l)x V x= — 253Px (kEGZ); 
Rezultat: x = (2k + 1) 5, x = £ _ Set. (FEZ 
u 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 
1. 9. 1983. godine 
I) Ako je P={xE Njx=£ 10}; S = {x EZ|-3 =x = 7}, odrediti 
PANES MED SS NE. 


2) Naći skup rješenja nejednačine: 


10—x_ 1. 
x—2 
3) Izračunati: 
3 3 x+y 6 
SASE) 


4) Odrediti parametar £ tako da funkcija 


f(x) = xX 1 (k+2)x—2k + | ima dvostruku nulu. Za veću vrijednost para- 
metra nacrtati grafik. 


5) Urediti obzirom na relaciju ,,—" skup brojeva 


MC :) 
o? 5' 91 


6) Koji razlomak dobija vrijednost 2 ako mu se brojnik i nazivnik uveća 


za 3, a dobija vrijednost -—— ako brojnik umanjimo, a nazivnik uvećamo za 5. 
2 


7) Riješiti jednačinu: 
2 sin(2x)— 1 = 0. 


8) Dokazati identitet: 


I aa 
gi tg 3 

— "— S COSYX 
b= Pat 2 
57 
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9) Riješiti jednačinu: 
(log y)8? — 2 log y = 15. 


10) a} Objasniti šta je unutrašnji, a šta vanjski ugao trougla? 


b) Kakva veza postoji između vanjskog i unutrašnjeg ugla trougla? 
c) Formulisati i dokazati teoremu o unutrašnjim uglovima trougla. 
Rješenja: 
1) Kako je ! 
POST 204 9, 9 758, OVIM 
S=1{—2; 1,0, 123 47 5361 
to je 
PUS= {=2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 
POVS={|, 2735 4, 5; 6} 
SK Ps 15350 17 010 
2) Definiciono područje D date nejednačine je: 
Dreark S 42) 


Data nejednačina je u D ekvivalentna nejednačini 


12—2x 
PSE Ea NE) 
x—2 
odnosno nejednačini 
x—2 
čije rješenje je skup 
A =: (2, 6) 
Rezultat: (2, 6) 


3) Definiciono područje D algebarskog izraza 
Same Pt 1-3) (T) 
5x=x+, vi IX 
je 
D=1{x,3y1%450, xx Z2}X. 
Transformišimo sada izraz (/). Imamo: 
3 (2 +-3)=} 3 %%+) 
T ME SK 
PE ME PITI 
5x _ x+y 5x 5x 


Rezultat: 3 (x £= 0, x £ —y) 


4} Da bi funkcija imala dvostruku nulu, 
potrebno je, i dovoljno, da je D — 0. 


Kako je 
D=(k+=?PN}— 4(—2k + |) =: k? -|- 1224, 
to je k rješenje jednačine 
R2 + 12 = 0, 
dakle, 


R= 0 V kR=—12. 


Za £ 0 imamo funkciju 
fux)=XxXx—2Z2x- |, 


odnosno f(x) — (x + 1) 
čiji je grafik parabola tjemera T{—1,0); presjek grafika i y-ose je tačka (0, 1). 
Kako je grafik simetričan u odnosu na pravu x -=-—(, to naznačimo i tačku grafika 
simetričnu tački (0, 1), pa nacrtajmo srafik date funkcije (vidi sl. 54). 

5) Kako je 


2 430 
3 45 
da 2 
S) 45 
5 1925 
9 45 
SS T SNA g sa 3 m ma ; 
zaključujemo da je N. prethodnik broja ,) a -- prethodnik broja E. s obzirom 
5 
na relaciju ,,-—? odnosno, 
3 SA 
gde RA 
Rezultat: 
5 3 22 
= s ke 
9 5 3 


6) Označimo sa x, odnosno sa y, brojnik, odnosno nazivnik razlomka. 
Prema uslovima zadatka imamo 


4" = 
y+3 

ma NES 
See. Za 
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odakle slijedi sistem linearnih jednačina 


čije je rješenje 
Rezultat: 


7) Jednačina : 
2sin2x—1- 0 


definisana je za svako x € R i ekvivalentna je jednačini 


. ! 
sin 2x == 
2 
čija su rješenja 
j 57 
2x—= "Ux2ka=, 2x= "7 12ka, (BEG), 
6 6 
odnosno, 
r 9 
X am —kr Nm — kr KkEZ). 
19 | 
Rezultat: 
= Sx 


KX=5s! SRS XR —-krm, (ki £Z) 
IZ 2 
8) Definiciono područje D datog trigonometrijskog identiteta je 


D={xER:ZAOk+ bz REZ = BER:xS(Ok+I)=kE Z}. 


Dokažimo sada da za svako x €E D vrijedi dati identitet. 


Imamo: 


9) Definiciono područje D jednačine 
(log v)'—-2 log y = 15 CI) 
je 
D =(0, + 00). 
Jednačina (/) je u D ekvivalentna jednačini 
(log y))—2 log y—15 = 0. 
Smjenom logy — z dobijamo jednačinu 


22%--227—15 = 0 CZ) 


čija su rješenja 
z1 =—3, 22 = 5 

Iz 

log y =—3, odnosno, log y = 5 
po definiciji fogarizma dobijamo 

y= 10 3, odnosno, y = 105. 

Kako je 

10-—3 €E D, odnosno, 105 €E _D, 

to su 


y = 10 3, y — 105 
rješenja jednačine (/). 
Rezultat: 10-3, 105 


10) a) Unutrašniim uglom trougla pri C 
vrhu A zovemo ugao =. BAC (SL. 55). Vanjskim 
uglom trougla pri vrhu A zovemo ugao X A'AB 


{Sk755) 
b) Zbir unutašnjeg i vanjskog ugla trougla 
je 180". A B 
c) Teorema o unutrašnjim uglovima tro- 
ugla. 
Zbir unutrašnjih uglova u trouglu iznosi = A' 
ME Sl. 55: 
Dokaz: x c }y 
Kroz tjeme C trougla ABC povucimo ZN 


pravu xCv paralelnu sa stranicom 4B. 
Ugao == ACx jednak je unutrašnjem uglu 


s sa tjemenom u tački A, na ugao U BOY je- /x) /8N 


dnak je unutrašnjem uglu B sa tjemenom u ta- A =) 
čki B (vidi sl. 56). (U oba slučaja imamo pa- 
rove naizmjeničnih uglova). SI. 56. 
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Opruženi ugao ${ x Cy je, prema tome, zbir unutrašnjih uglova trougla, tj. 
+-3—- a 180". 
Posljedica: Spoljašnji ugao trougla jednak je zbiru dva njemu nenaporedna 
unutrašnja ugla trougla. 


ZADACI SA KVALIFIKACIONOG ISPITA ODRŽANOG 


7. 9. 1983. godine dine 


1) Izračunati 


2) Uprostiti: 


4) Dati su skupovi: 
PS EF ENI a A PE BGS NGC St); 
Odrediti: 
AUB; A(,B, dx B. 
5) Riješiti jednačinu 
4r=-12+ 244 32 — 0, 
6) Tetiva kružnice ima dužinu 30 cm, a njena udaljenost od središta kruž- 
nice je za 9 cm manja od poluprečnika. Koliki je poluprečnik kružnice? 
7) U jednačini 
xx (mol) x 4.900 
naći mr tako da bude xi = x;. Za tako nađeno m riješiti jednačinu. 


8) a) Definisati pojam periferijskog i ceniralnog ugla u krugu. 
b) Navesti teoremu o odnosu periferijskog 1 centralnog ugla. 


9) Odrediti ostale elemente i površinu pravouglog trougla kod kojeg je hi- 
potenuza 5 cm 1 jedan ugao 30". 
10) Riješiti trigonometrijsku jednačinu: 


Zrg2x4 — V3=0. 


Rješenja: 


je (O je) 


Rezultat: I 


2) Odredimo prvo definiciono područje D datog izraza. 
Očigledno: 


D= fa,b: a $ £b,a, b£0}. 


Transiormišimo sada dati izraz. Imamo: 


| Boom IE -)=(=- =" a MC 
a—b %82- 5} \b a a—b  (a—b}(a+b)| a'b 


= gej ma SG {ZLI Mo Ne 
{a = b)(a -+ b} att Rade? ab a (a +b) 
Rezultat: 
= | 
ala + b} 


3) Odredimo prvo definiciono područje D date nejednačine. 


(amo Z30; ze ge) 


Očigledno: 


$ 
SC ste Vage ESA TIEN) 
x-i- 1 x-: 1 x-- | \ ! 
35324 "Gr 
= KS ESi da ROG = O=exj — | = 
x | 1 xi l 


exE(— 1, — X) 
Kako je (—1, + €) C D, to je (-1, -— so) skup rješenja date nejednačine. 
Rezultat: 
x CG (=1,: %X) 
4) Kako je 
A = {1,2,3,4}, B = (4, 5, 6}, 
{o je 


PE Tj) PAN VIJI 

AOB= {4} 

PRSNE? NE ko NGC CNC IN NENO) 
(4,5), (4,6)}. 


5) Data jednačina ekvivalentna je u definicionom podrečlu D == R sa jed- 
načinom 


22 — 2,21 — 32 — 0. 
Smjenom y = 2" dobijamo jednačinu: 
y—m12v = 32 0 


čija su rješenja, 


31 4 28 
Dakle, 
213 END Na 1933 
odnosno, 
AX VASE 
Rezultat: Ya); Xi) 


6) Označimo sa d udaljenost tetive od središta kružnice, a sa r poluprečnik 
kružnice. Prema uslovima zadatka vrijedi 


d = r--9 (1) 


Osim toga, prema Pitagorinom pravilu 
(Vidi sl. 57) imamo: 


n—d2e=18, (2) 


d = 
Iz (1} 1 (2) slijedi 6 
1%—(r=9)8145=225,; 

odnosno, IE 

2—712 + 18r— 81 = 225. | 
. SL. 57; 
Dakle, 18r == 306, 
odnosno, J-5=0I 
Rezultat: 72% Tem. 


7) Kvadratna jednačina ax? -|- bx ;- c = O ima rješenja x; = x2 ako i samo 
ako je D = %—4ac = 0, Kako je diskriminanta D date kvadratne jednačine 


D = (m—1)2— 36, 


imamo: 
(1—1)7—36 = 0), 
odnosno, 
(mn—T)} (mm i 5) = 0. 
Dakle, 


m=T7\ me, 


90 


I? Za m = 7 jednačina glasi 


x% = 65—-9=—0, 


odnosno, 
(x + 32 = 0 
Rješenja ove jednačine su: 
Xx1 == X9 = —3. 
2" Za m =—5 jednačina glasi 
x+—6x—+9= 0, 
odnosno, 
(x—3) 2550 
Rješenja ove jednačine su 
xi = XI. 
Rezultat: 
1150 5, MOCI; Za mm; Xx1"3Xx3 753. 


Za m 1, XX MB 
8) a) Definicija. 
Ugao čije je tjeme u centru kruga, a kraci mu sadrže poluprečnike tog kruga 
naziva se centralni ugao kruga. 


Ugao čije je tjeme na kružnici (periferiji kruga), a kraci mu sadrže tetivc 
tog kruga, naziva se periterijski ugao kruga. 


b) Feorema: 


Periferijski ugao kruga jednak je polovini centralnog ugla nad istim kružnim 
lukom. 


Ova teorema je posljedica tvrdnje da je spoljašnji ugao trougla jednak zbiru 
dva nenaporedna unutrašnja ugla trougla. 


9} Označimo sa u dati ugao pravouglog trougla, tj. stavimo = =— 50". 
Tada je. 
3 = 60", 7 = 90". 


Kako je u pravouglom trouglu 


, 


e a b 
SinAs=t +, (COSU = HM 
€ ć 
to imamo 
) 1 I 
a = c'Sina = S sin30O0 = 9: 3 
I 
VI 


b=c'cosau = 5 cos 30" = 5- KG 


Površina P tog trougla je 


l lu S. 53. 25 ai 
Pisa ,2 9 3" g Kak 
Rezultat: 
Uglovi trougla su 30", 60", 90" 
; 5 sv3 - 
Stranice trougla: s CE; = cm, 5 em 
Pi a 
Površina trougla: VI. em? 
(o) 


10) Definiciono područje D date jedračire je 
D—{xER: 2x £(2k + 1) ; (kE Zi E Rik = (Ok E 22 (kE Z)} 


Data jednačina ekvivalentna je sa jednačinom 


A, 3 
182 %x = 1 
čija su rješenja 
2%= Cdka (kEZ), 
6 


odnosno, 
sx==(6k+|)_ R(E Z), 
2 


Kako je (6k — 1) H E D (za svako k E Z), to su 


a= (6 Da, (FEZŽ) 


svu rješenja date jednačine. 


Rezultat: 


ss (ke DE. (k €2); 
x—( Jena ) 


V DIO 


TEST PITANJA I ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA 
NA MAŠINSKOM FAKULTETU U ZENICI 


TEST PITANJA I ZADACI NA KVALIFIKACIONOM ISPITU 
ODRŽANOM 28. 6. 1983. godine 


I — Test pitanja: 
Zaokruži slovo ispred tačnog odgovora 


I) Tačna vrijednost izraza: 


( = Mi. Ski Ka 


9" Sl 9. 41 
a) I b) cg 0 d) 
2) Vrijednost izraza log; 64 je: 


I 
a) i" b) 6 c) 62 d) 32. 


} 


a'b a d PIR 
3) Obrazac A = = možerno interpretirati kao: 


a) Obrazac za površinu deltoida sa okomitim dijagonalama (............ ) 
b) obrazac za aričmetičku sredinu (.......... ) 
c) obrazac za geometrijsku sredinu (......... ;) 


U zagradi tačnog odgovora upisati šta su tada A, a, b. 
I. bio 1 \ 

4) Izraz je veći od ----—- ako je 
MG xrT 


a) x=0 bx f 0) x2=0i1x-1—1 dos el 


5) Ako je sin x — _ 10-13 = 90", onda je: | 
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4 23 8 
a) COS2%= -- b) cos 24 — — c) COS2 4 d) cos2 3 — 
5 2 25 s 
6) Dati su stožac (kupa) visine £ == 8 cm, radijusa baze r —= 4 cm i lopta 
radijusa R = 3 cm. Koja je tvrdnja tačna: 


a) lopta ima veću površinu nego stožac? 

b) lopta se može upisati u stožac? 

c) stožac ima manji volumen (zapreminu) od lopte? 
II Zadaci: 


I) Odrediti rastojanje izmedu presječenih tačaka elipse 3x2 — 2 = 28 i 
prave SY az o 14 = U. 


2) Zbir dvaju brojeva je za 2 veći od polovine većeg od njih, a razlika njihova 
je za I manja od polovine manjeg. 


Koji su to brojevi? 
3) Riješiti jednačinu 
log (k = 5) -laog2x=3)} = Zlo 2, 
4) Određiti zn tako da parabola y — 4 m% + 3x + 6 ne presijeca x-0su. 
Odgovori i rješenja 
I Odgovori na test pitanja: 


I) Tačan je odgovor pod a) jer: 


2 
( ko Katar omna Zejd 3 2 
/ 9 


TE Za. Ask o 0. 4059 
pH" agbrikie 
= 10: 40 


2) Tačan je odgovor pod b) jer je 
log, 64 = 6 (po definiciji logaritma). 
3) Tačan je odgovor pod a) 
(A je površina deltoida, a i 6 su dužine dijagonala deltoida). 
4) Tačan je odgovor pod c) jer: 
l | I 


= ml -— =O0OeRxrE(=—= 90, — DIJ(0O, += 9) 
xx x+4l1 x(x}k0 


i 


(—0,-- 1) U (0, | %) C D=R\ {—1, 0}, gdje smo sa D označili definiciono 
područje date nejednačine. 
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5) Tačan je odgovor pod b) jer: 


C0s 2% — CcOSta - sinša = | — sin? — sintz = 1-2 sina = | — — = 


6) Ni jedna tvrdnja nije tačna. 


II Rješenja zadataka: 
I) Koorđinate presječnih tačaka Mi i M; elipse 
3x% + 92 = 28 
i pravce 
5x += y—14 = 0 
su rješenja sistema jednačina: 
3%) -|= 2 = 28 } (S) 
sx-+3y—14. | 
Zamjena 
)- MES) 
u prvu jednačinu sistema (S) daje 
28x2—140x + 168 = 0, 
odnosno, 


xt—5x— 6. 0, 


Rješenja posljednje jednačine su x; = 2 1 x2 — 3, pa zamjena u (") res- 
pektivno daje y1 = 4 1 921. 


Prema tome su presječne tačke Mi (2, 4) 1 Ms (3, — 1). Prema poznatoj for- 
muli za udaljenost d dviju tačaka M); (x1, y1), M2 (x7, y2): 


d= V (a — xi)t + (2), 
dobijamo 
d =s 4726. 
Rezultat: \/ 26 
2) Označimo li prvi broj sa x, a drugi sa x + a (a = 0), tada prema uslo- 


vima zadatka vrijedi 


x4+x%) a=2 pole iz a) {1} 


s—(e-ra= x—1 {2) 


Iz (I) i (2) dobivamo sistem jednačina: 


3x = dit {| 
S 
x—2a=2 | = 


čije je rješenje 


XE=- , a = 
Prema tome su 
6 8 
x=—,xhHa=— 
$ 5 
traženi brojevi, 
6 Ka 
Rezultat: , 
5 S) 


3) Definiciono područje D date jednačine je 


; 
ae U. ŽENA ZOI (- a o). 


Data jednačina je u D ekvivalentna sa jednačinom 


GE ME 


log 
-2x— 3 


Iz posljednje jednačine slijedi 
x-+ 5 


Sad SERIE 
2%— 3 


odnosno, x — id Kako 2) E D, to jj, x= i rješenje date jednačine. 
7 JA 7 
4) Parabola y = ax? _{- bx + c ne presijeca x— osu ako i samo ako je D = 0. 
Prema tome je broj sm rješenje nejednačine: 
9--16m: 6 20, 
odnosno, nejednačine 


3—32m = 0. 
Dakte, 


Rezultat: 


TEST PITANJA I ZADACI NA KVALIFIKACIONOM ISPITU ODR- 
ZANOM 1. 9. 1983. godine 
I. Test pitanja: 
Zaokruži slovo ispred tačnog odgovora. 
1) Tačna vrijednost izraza 


01 30:022 


0,1 + 0,02 me 
Je; 
au 0:02 b)X1250 Ca d)} 125000 
2) Ako je xy :£ 1, onda je vrijednost izraza 
xt — 1 
x—2x+ 1 
jednaka: 
1 x—1 Xx')|- 
djelu b) S Gr EDA gl 
2x x-L 1 x—|1 
3) Izraz pe ; je manji od 1 ako je: 
+ doma 
apel ja zr1 ČxO d)x350,; 
4) Jednakost log N = n ekvivalentna je sa: 
a) n!0 — NI b) 10%5-- N c) 10% = 4 d) NM" = 10. 
l ; 
5) Ako je cos 3 = = 102 42 D05 Jondasje 
8 / l 
a) tg = — b) tga =2 č)tga=2MX2 d) tga = 
3 a ZA Z 
6) Jednačina x? -kx +} k—-1 — 0 ima samo jedno rješenje ako k ima vri- 
jednost 
a)_-2 b)_ 0 C). 1 do -1. 


II ZADACI: 


1) Arirmetička sredina brojeva a, b, c, d je 25, a aritmetička sredina brojeva 
a, b, c je 22. Odrediti d. 


2) Riješiti jednačinu: 


3) Riješiti sistem jednačina: 
y = 2x—3 
4y—3x = $. 
4) Izračunaj zapreminu i površinu kocke čija je ivica 
a=2V3cem. 
Odgovori i rješenja 
I. Odgovori na test pitanja: 


1) Tačan je odgovor pod d) jer je 


hee! 502 
0.022 "502 " 
9,1 :0,02? = 10 50 — 10. = 503 = 125000. 
0,1 0,02 UKR! zli 
10 50 10. 50 
2) Tačan je odgovor pod d) jer je 
x%—1 (x—l1)(x+{1} x+1|1 )) 
- —— 2 dah Ver —_— = (x se M 
x—2x+1 (vx— 1) sz) 
3) Tačan je odgovor pod a) jer je 
u IE MA Se ak = =O=xI1 
x—1 x— | x— 1 


i {xER:xKI}C D=R\ {|} gdje smo sa D označili definiciono područje 
date nejednačine. 


4) Tačan je odgovor pod b) jer 
log N = ne 10" = N 
po definiciji logaritma. 
5) Tačan je odgovor pod ) jer je 


Sadi (lie v8 
i /1 — cos? ; = = = 
kat gr i Ve Se REED. 


COS X COS 1 xk 


6) Tačan je odgovor pod a) jer je diskrininanta D kvadratne funkcije y = 
= x2—kx + k—l jednaka 


D = kk—A4A(k=— 1) — kt—Ak +- 4 = (k—2}} 
1= O RASR: SA 
II. Rješenja zadataka: 


1) Prema uslovima zadatka vrijedi 
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A 
arbrC _ 29, 
3 
Otuda 
a-+b-=eć—+dr+ 100 
a b+c — 66 
pa je I 
d = 100—(a + b += €) = 100—66 = 34. 
Rezultat: d= 34 
ES ETO GNNE 2 ) " 
Napomena: Izraz Eak grad (a € R, te 1, 25.139) 
n 


nazivamo arirmetičkom sredinom brojeva 01, 82, ..., 0. 


2) Definiciono područje D date jednačine je D = R. Sva rješenja te jednačine 


data su sa 
p SEN MM AJET MIRE (kE Z), 
3 S. 
odnosno, sa 
KESE LSE JET x=t1ke (kEZ). 
6 K. 
Rezultat: 
x= "._+k, x=" +km kEZ) 
6 3 


3) Rješenje: x = 4, y = 5 
ae al Pir vali 


Rezultat: V = 24 V 3 cm?, P_= 72 cm? 
TEST PITANJA I ZADACI NA KVALIFIKACIONOM 


ISPITU ODRŽANOM 12. 9. 1983. godine 


1 Test pitanja: 


Zaokruži slovo ispred tačnog odgovora: 


1 Ž { 
1) Tačna vrijednost izraza rm S aPom je 
A/12 X3)} V3 
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l 2 


2) Ako je a £ 6, onda je vrijednost izraza 


A -F 
(" E8:41 26 )(' kd =) jednaka: 


djek. 


5 a—b b a+ 
a+ a—hb a 5 
a b) — €) == d) = 
JEST 4 = Lake a+ 


3) Izraz xX2' (x—2) je veći od nule ako je 
a) x=0 bus C)EK, 2 AG) 


4) Rješenje jednačine 27 — 411 je | 


a); 2 b) --2 c) 1 dd) I. 
5) Ako se skrati izraz "2 u dobije se 
2 cos s \ 
a) cosa b) | c) eine d) tgz. 


6) Jednačina x2—k+ x + k—l = 0 ima samo jedno rješenje ako £ ima vri- 
jednost 


a) 2 b)_ 0 AJ I do-1 
II ZADACI: 


1) Ako neki pješak prelazi prosječno di km na čas, za koje će vrijeme preći 
0,7 km? 


2) Riješiti jednačinu: 


3) Riješiti jednačinu: 
log x—log 2 — log (2x — 3}. 
4) Izračunati površinu jednakostraničnog trougla ako mu je stranica 2\/3 cm. 
Odgovori i rješenja 
I Odgovori na test pitanja: 


1) Tačan je odgovor pod d) jer je: 


KO et Ni a ra ge MNV B= EB 
Pio +) W3 5 (57 Te). 37 2 VS MG 
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2) Tačan jde ogovor pod a) jer je 


ja1+b, 26\ (at+15 2a\_W—b+260, 
o a=) A\ 4" ano) bla be 
2 4+2ab+b82—2ab_ a+ blajb) _a+6 
j bla + b) bla—b) a? b2 a—b 


3) Tačan je odgovor pod c) jer je 
xt(x—-2) = O=x 5 2, 
4) Tačan je odgovor pod b) jer je 
21 — AvHl so 28% — DVE ex — 2X | 2 Xx:"—2 
ix-=—2E D=— R, gdje smo sa D označili definiciono područje date jednačine. 
S) Tačan je odgovor pod c) jer je 


sin2 ca 2 sina cos 


== = sin 4. 
2ZCcosa 2 CO05Ga 
sin2 a =. MG; x ' 
Napomena: Izraz —- -— se smije skratiti za sve vrijednosti s 4 (2k + 
2 COS 2. 
IME (k EZ) 
' Oski 1, 
2 


6) 'Fačan je odgovor pod a) 


(Vidi test pitanje 6) na kvalifikacionom ispitu održanom 1. 9. 1983. godine) 


II. RJEŠENJA ZADATAKA: 


1) Ako neki pješak prelazi 4500 m na sat, a 700 m za x minuta, tada iz pro- 
porcije 


4500 :60 = 700: 4 
dobijamo 


' 51300 
Rezultat: za minuta. 


2) Definiciono područje date jednačine je D = R. 
Sva rješenja te jednačine data su sa 


Ska. 542 (k E Z), 


wa 


= 
2 
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odnosno, sa 


= 4r { Z 
ae -+4%kxr, X= +Akr (REZ) 
3 3 
Rezultat: 


3) Definiciono područje D date jednačine je - 


D={xXECERixX0 A 2x1 350 an(0; sk S). 


a"; 


Data jednačina je ekvivalentna u D sa jednačinom 
x 
We = log2x = 3). 


Iz posljednje jednačine slijedi 


odnosno, 


x =—2. Kako — 2 £: D, to data jednačina nema rješenja. 


Rezultat: Jednačina nema rješenja. 


4) Kako je površina P_ jednakostraničnog trougla stranice a date formulom 
PA \/3, 
to za a =2 Nm 3 
dobivamo P=3V3. 


Rezultat; 3 VI3 em? 


TEST PITANJA I ZADACI NA KVALIFIKACIONOM ISPITU 
ODRŽANOM 36. 9, 1983. godine 


I. Test pitanja: 


Zaokruži slovo ispred tačnog odgovora: 


{) Tačna vrijednost izraza 


2. — 2 (U 792) je 
2 4 


10 ;G 
a b) — c) 8 do 1. 
) " ) " ) 
2) Ako je x s£ + 1, onda je vrijednost izraza 
SZ RLAA EJ 
2x—2 
jednaka: 
a) $x b) 2(x+ 1) ) 2 (x — L) d) 9 RAS zx} 
x—1 XP 1 
3) Vrijednost izraza log; 32 je: 
a)le5 b) ; i 322 d) 16. 
a 
4) Rješenje jednačine 
3-2 — Orrl je 
NONE na S) a= 
a, x-. x= (e Xx = — Xx = -— 
3 3 a 


3 . š 
5} Ako je sinx = š 1024-1 90", onda je cos x jednako 


2 5 5 4 
u) — b) —-- c) - d) —. 
) si ) 4 $ 
6) Fjeme parabole v = x2—8x (= g nalazi se na x-0si ako g ima vrijednost 
a) 8 by dG ce) 4 do -A4. 


II. ZADACI: 
I) Riješiti nejednačinu: 
xt—5x—|4 0. 


2) Riješiti jednačinu: 


3) Riješiti jednačinu: 

log x---log 2 = log (2x -+ 3). 
4) Naći površinu jednakostraničnog trougla čija je visina 1 = 4 3 cm. 
Odgovori 1 rješenja 


I Odgovori na test pitanja; 
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1) Tačan je odgovor pod a) jer je 


(=) 1 -se)=(2-1){ 


2) Tačan je odgovor pod b) jer je 
4x%+8x+4_ 4" +2%x4 Be, Zet Il? ; 
2xt—2 2(x2— 1) (e— I)(x += 1) 


3) Tačan je odgovor pod a) jer je 


log2 32 = 5 (po definiciji logaritma). 
4) Tačan je odgovor pod c) jer je 


3. — Or) za JE es, JTKI2 ex Ax Li 


ix=_— " E D = R, gdje smo sa D označili definiciono područje date jednačine. 


5) Tačan je odgovor pod d) jer je 
cos = + VI — sina = gh = a = Je = = 
(Pred korijenom je znak ,,-|-"" zbog toga što je 0 = s = 90%) 
6) Tačan odgovor je pod b) jer je 
y = (x—4)2 |. 16—g 
pa tjeme parabole ima koordinate xy = 4, vp ee 16—g 1 9 — 0 za g = 16. 
II Rješenja zadataka 


1} Grafik funkcije y = x4--5x—|4 je pa- 
rabola koja siječe x — osu u tačkama x; = —2 
i xx = 7. Kako je a= 150 funkcija ima 
minimum (parabola je ,,okrenuta na gore"!) pa 
je skica grafika kao na slici 58. 

Skup rješenja date nejednačine je interval 
(—2, 7) 


Rezultat: x € (-—-2, 7) 


2} Vidi zadatak 2) na kvalifikacionom 
ispitu održanom 12. 9, 1983. godine.. 


3) Vidi zadatak 3} na kvalifikacionom 
ispitu održanom 12. 9. 1983. godine 


4) Kako je visina Ah jednakostraničnog 
trougla stranice a data formulom 


ke 2 


2 kj 


to iz 
Ja aV3 

443 ? 

slijedi 
a= 8 

Otuda 

mm" — 

Puli ere vi. 
4 3 
Rezultat: 16 3 em, 
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VI DIO 


ZADACI ZA VJEŽBU 


1. ALGEBRA 


I.1. Identične transformacije 
a) Transformisati slijedeće izraze: 


SJENI! I 5) gn NEk 
D a I j;.2 — 4 "lm (tetki PERL EGE) 
u% o an I Isa 
= 
\ n 
(Rezultat: USEZNA ) 
n 
2 { I 
o I = "= t\2 I {2+x — Iv | 
s PST TAR 
(Uputstvo: (et ex tiše P Be (GE DIGAO ĆE De (re 
+ 1)? PE 2 + | 
Rezultait: 49007 ! ) 
Ajda 
me L£ x)\-1 _{ (SR SLANE 
3) l = (a I x) |! | (a x )) (4, xx 0, X = I — A, — a) 
I --(a + x)-1 Žak 
Rezultnt: CG IST u 
2ax 
l | ) |e 
4) eg = (a, 2-0) 
(Va — VB) 12 ab 
(Rezultat: a— b) 
pi madm— — 2—+3 2\-1 
,) i -W(a = D(2e — I(I 22 19 ( PR (424) 
2 are "% 
4 
— 13 
(žezutcat: 5" Ve 3 ) ) 


F0G6 


+ 


S = = 
/a LaVZi= a / V3 ia 50) 
6) TU Sa V9: I8a1—9a2 WAN 


(Uputstvo: ,,Oslobodi" se negativnih eksponenata. Date korijene transformiši u 
korijene jednakih eksponenata. 


Rezultut: 


Pa VE) 
27 / 
7) Racionalisati nazivnik izraza 
i) a" 
wo 2 
I 
JE) 
\2—i 
(Rezultat: 1) 
2(VS— \2) 
3 


ii) Uputstvo: Razlomak proširiti tako da se u nazivniku dobije razlika kubova 
Rezultat: Va de a) 


8} Ractonalisati brojnik izraza 
i) VE 


U) 7-— 2 1 6 
5 
(i) Uputstvo: Razlomak proširiti tako da se u brojniku dobije zbir kubova, 


Rezultat: 1) 


se 5 \ 
il) ) 
T PP 2 AZ6 


9) Izračunati: 
S 4 12 


= Pl rEgRE | (xX/6--11) 
GR RG} od Je! ( 


Uputstvo: Racionališi nazivnike datih razlomaka. 


Rezultat: --115) 


10) Izračunati: 


NNEY o 


"= sp ee = b40, + Va, a50 
b— Va bl wva ) y ' 


2? 
(Rezultat ) =) 


LI) Izračunati: 


3 i 
(Uputstvo: x?—| = (x2B— | 


Rezultat: x--{) 


12) Izračunati: 
E. I I Žanr Z 


mogo + mne {EZ} 00) 
at +at+1 gi—aP+11l gat—agat{11 


Uputstvo: Svedi, najprije, na zajednički nazivnik prva dva razlonika. Iskoristi! 
JU J I 


1 t 1 i I 


(at 4 1) -k a) "{(at 41) — at) = (at HIJ— 94 did, 
Rezultat: Ž 
Ura O Sk 
13) Pokazati da vrijednost izraza 
Mg SV aa {ze MI 
2 RSK Wide Nde S Ie Wide 


ne zavisi od a. 


za az 2 


(Uputstvo: Dovedi zadani izraz na najjednostavniji mogući oblik. U take trans- 
formisanom izrazu ne smije se javiti a! 


Vrijednost izraza iznosi {) 
14) Ako je 
a? + 2 — (a + bc)? (1), 
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tada vrijedi 


3 "2 = 
2-1 (a— ce) PSE 0) 
bs +(b_mc2? b—c 
(Rješenje: Iz (1) imamo: 
a? = (a -p b= c)2—5? 
| 1") 
b2 == (a + b—c)%—- a? 
Pokažimo da vrijedi jednakost (2). -% 
A (a— c)% (1) (a — 9  2bla— 9 BB + (a —e)? 
bB+(b—)? = (bu 2ab—o rA— a+ (b— cc) 
_2 (a ENG STE b) a= c) 
2(b—r)(b—t-i- a) = 
b) Izračunati vrijednost slijedećih izraza: 
3 = a PM ie 
15) Ž NIZ g_ Daten NZ 
3ZLXA/2 3—V2 
(Rezultat: 1 a ) 
WP _VS5S—v3 
16) " akonje AS 1 
(Rezulatt: MEVZINNEVE)! 
ia zle K— da ua 
17) b+(a bx) 19 MGM Ea 
L=— (a-| x)! Žaj 
ako je 
l ; 
x=— (a z=1) 
az=)l 
SE) 2 | 
(Uputstvo: U zadatku 3. izraz je transformisan u STELD ZEAMI j 
ax (O Pazi 


taj izraz prima vrijednost JE 27) 
2(a — 1) 


18) sije) EEG RRJ Ei 
xy v x%—1: x,y) mi 


ako je 


l 1 1 l 
xx a Sl; re b-+- az; B= 
Ž) a ? j\ ;) ( ) 
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Uputstvo: Izračunaj najprije: vy X2— 1, 44% — |, xv za date vrijednosti od 
f J pr) \ 


KORU 
Dobićeš 
- i i 
Ah —i = E oa 
2 a 
7 BI I 
vy I = b—- 
; ui. 
Kako je a=1,562 1, to je 
a— ! = 60, 6 — mu) 
a b 
pa je 
Ve 1 ! 
x%—1|=—la- 
2 a 
I 1 
EST {| 
ZN 94) 
Rezultat; 
Ka 
a%b2 4 1 } 
19) V a + bx peti a KO bx 
Vat bx— Va — bx 
ako je 


2 am He 
x = — o, m' 1, a20 
b(1 |. m} 
(Napomena: Ne zaboravi da je 


A grid = a mm, 
a za a=zo0 
a = 
—a za azo0 


i 
Rezultat: ) 


+ 


3 i 3 
20) {a 2h (ab?) 2 (a) 3B 


ako je 


(Rezultat: 1) 
21) a"--ab —- b% 
za 
2 2, 


4/3—1 28 (naj 


(Uputstvo: Racionalisati nazivnike od a i 6, pa zatim izračunati vrijednost zadanog 
izraza. Korisno je izraz napisati u obliku 


(a r b)2—3 ab 


Rezultat: 6) 
H I I ! L 4 i L ak 
22) {(a? 4 52):(a? + 5b2) — (a? 2452): (a? — 2082)|:2a = Za? 42) 
ako je 


a = 54, b :— 6, 


(Uputstvo: najprije uprosti dati izraz. Dobićeš 


JE. 


Rezultat: f) 

23) Dokazati da je 

Mt; MM X. SR. NE TMM 

Y KOJE u Je NJ pleme dizM 


4/ ab 


UČE ABEE PT MR O : 
ii) la ga Ja I Ea a {a a/a će I)= 8 —a:}1(a 1) 


1.2. Kvadrama funkcija; kvadratna jednačina 1 nejednačina; ststem od jedne 
kvadratne 1 jedne linearne nejednačine. 


a) Naecrtati grafik funkcije: 
E. Y += x3—3x + 2 


i) pomoću dobivenog grafika odrediti rašćenje i opadanje funkcije, ekstremnu 
vrijednost, znak i nule date funkcije. 


ii) Riješiti nejednačinu 
ik) y 20 
il) y£O0. 
(Rezultat: 


; = u 3 1 ; 
i) Funkcija u intervalu (— 00, "u opada od -! % do — g, , 4 u intervalu 
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1 Za 1 
—, {- %) raste od —=-- do + %. Ima minimum — -_, 
2 4 4 


a postiže ga za 


xn = + Nunkcija ima dvije nule 1 i 2. Prima pozitivne vrijednosti za 
x EC (= %, 1) U (2, + o), a negativne za x € (1, 2). 
ii) 
li) x E€ (— co, IJ U (2, += 00) 
Kn) ere /2)) 


b) Dovesti na oblik a (x—e)? — 8 funkcije 


21 y = xX2--8%x + 16 
3. y= 2x%—5%x + 3 
4. vY =—2Xx? + x—-5 


pa odatle zaključiti u kojoj tački parabola ima tjeme i kako glasi jednačina ose 
simetrije. 


(Rezultat: 
9 1 s) I — 39 1 
3) (4,0), x— cap PNE EC MM Eg-ME 1 Me MEN 
Pa ) E J 4 i 8 ) 4 
3) H ( L\2 39 
)=(x— 4} )=2|x s uk ) 21x AA we 
ge {X ) y (: Ž) ; 1 (= a | 


5) Data je funkcija 3x2--5x | 2. Za koju vrijednost promjenljive x je vri- 
jednost ove funkcije 


2 
i} nula ii) 79), ti) dvaput veća od vrijednosti promjenljive x. 


(gerulcar IO _ u) +. a Wi) +?) 
3 3 3 3 


6) Od žice dužine 24 cm napraviti pravougaonik tako da ima najveću po- 
vršinu. Kolike su dimenzije tog pravougaonika? 


(Rješenje: Pravougaonik obima 24 cm ima dužinu x, širinu 12—x. Prema 
tome površina vy je 


y =x(12—4), 


odnosno, 
y= 12x—2X. 
Obzirom da je u toj funkciji a =:-1 0 


2a 4a 


pravougaonik će imafi najveću površinu 
y 36 za x= 6, 
Dimenzije pravougaonika su: 6; 6.) 
7) Broj 14 rastaviti na dva sabirka tako da njihov proizvod bude najveći, 
(Rješenje: 
KC 23P}SFI4; XI; 754) 


c) Riješiti sljedeće jednačine: 


8) i) 2x(x— S) = xX ii) (x + 1)2 = (2x—1) (k—1) 
(Rješenje i) xx 0, x = |0 H) xi 0, x—= 5) 
9) 1 1 i 41 22255) 
a apex" ax 
(Rezultat: 
MEL sz PNENEEV JE 0 NET) 
2 Ž 
2 
10) - X zal _ ; = Se . 
nx—2n 2—nx_ nm 
(Rezultat: 
1 
Xx1 = Jeipde će xu=+—| (n £ 0,1) 
n— | 
2 2 
a= A (ASK = 2 ak, 


(Rezultat: x; = 2a + b, = x2 = 2a—b,  (b£E+a)) 


sad 2 — a? 

joj ČEX = 1450 spis (6524, d51) 
b= 551 prazjee (GPON (O = 

(Rezultat: 


a b ) 
xi = —, Xi = 
b—a a—b 
13) Ako se jedan broj pomnoži svojom četvrtinom, dobije se 25. Koji je 
to broj? 
(Rezultat: 10; — 10) 


14) Put od 3000 km. pređe jedan avion za dva sata prije nego drugi, jer po 
satu prelazi 50 km. više. Kolike su im brzine? 


(Uputstvo: Sjetimo se da je 


SEV' IT, 
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gdje je s predeni put, = brzina, 7 vrijeme. 
Brzine aviona: x 1%x=750 
Vrijeme za koje avion pređe put: 


3000, 32000 


x x=750" 
Dakle, 
3000 2— 3 000 ; 
x %-—730) 
odnosno, x2-—50x—- 75000 — 0. 


Prema tome x = 300 je brzina prvog aviona, a 250 drugog.) 


15) Dva radnika završe neki posao zajedno za £ dana. Prvi treba 2 dana više 
nego drugi. Za koje bi vrijeme završio svaki radnik ponaosob? 
(Rješenje: Prvi radnik treba x dana, drugi x—x. U jednom danu završe 


| 
—, odnosno, -----— posla. 
x xn 


Dakle, 


Rezultat: 


a — + VItj4C Diskusija!) 


16) Zbir kvadrata dva uzastopna cijela broja iznosi 265. 
Koji su to brojevi? 


(Rezultat: lt = 1,12) 


17) Pod kojim je uslovom jedno rješenje jednačine 2 -| ax -|- b = 0 jednako 
dvostrukom drugom rješenju? Navesti jedan poseban primjer. (Rezultat: Traženi 
uslov je 24% == 9 £), 

d) Kakva veza postoji između rješenja i koeficijenta kvadratne jednačine 
x%+pxi g= 0 


18) Napisati jednačinu čija su rješenja 
1)3; —10 
I Y 1 


u) laz 42; Te XI ij) — : mm. = 
de ) Zi a Met 6 AJD 


(Rezultat:-=1) xX% 4 7x—30 = () 11) 142—2x— 1 = 0) 
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idi) 28x2--20x | 1—0 


19) U jednačini 


odrediti mz; tako da 
i) se jednačina svodi na linearnu 
11) jednačina ima dvostruko rješenje. 


(Rezultat: 1) OKe a ii) m= —+ 2) 


20) U jednačini 
5%—kx + 1 = 0 


odrediti parametar = ako za rješenja jednačine x1 1 xvz vrijedi relacija x;—x2 = 1. 
(Uputstvo: Tskoristiti Vijetove formule i 
(xi = x2)2 = (x1—x2)3 + bx1 x2 
Rezultat: kk — 1345) 


OG Kada se kvadratni trinom ox% 1 bx | oc u realnom području može ra- 
staviti u proizvod ga (x-x)) (x=x;) U Kome su xi, v2 nule toga trinoma? 


21) Kvadratne trinome 
3x%%—5x 1 2 i 2x—5x-- 3 
1) napisati u obliku a (x--x1) (x—x?) 


ti) skratiti (ako je moguće) razlomak 


298 5x, 3 
3x2—5x "2 
) I Ž 
(Rezultat: i) 3x%+$x | 2 —3(x— | Ga "a 
3 ki 
24%—Sy 3 -2 (' J) "(x— 


1) Primijetimo da zadani razlomak nije definisan za nule polinoma u r.a- 


zivniku, tj. za —, | 
3 


Imamo: 
232 33643 (ZE (kV) 243 
3x2--5x4+2| (3x—2)(x-- 1) 3x—2 


Razlomak smo skratili izrazom x— 1, što je moguće jer je x se 1, pajex— 1 9) 
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22) U jednačini 
(m—V)x? + (m—5) x—(m + 2) == 0 
odrediti m tako da je zbir kvadrata rješenja x; + x2 manji od 3. 


(Rješenje: U zadatku se traži da bude ispunjena nejednakost 


Lijevu stranu gornje nejednakosti transformišimo ovako: 


xX + x5 = (xi b+ x2) — 2 xx. 
Kako je 
Hr 5 
xi: =" x2 a 
u | 
m L-2 
Kata ENA 
m— | 
to je 
Japet (m— 5) 2(um 42) mt —10m+254+2m 1 2m— 4 
T 15 ri O Rezob =g al za " " S = 
, — (m— 1) mo | (m == 1)? 
2503 Sadi 
Jim? BM =" 
(mm — 1) 


pa se naša nejednakost može napisati u obliku 


= SSL, 
{m — 1)? 
dakle, 
—2m+I8T0, 
1). 
mo 9 
Rezultat: me 9) 


23) Odrediti znake rješenja ne rješavajući jednačine: 
i) 242—5x --1—=0 
11) 512—3x—2 =- 0), 


(Rješenje i) Ovdje je D = 25—8 = 0; prema tome jednačina ima realno 
rješenja. 
Iz Vijetovih formula 


dobivamo 


Kako je 
jeku); 
rješenja x_i x2 imaju isti znak, a pošto je xp — x2 22 0, 
rješenja x1 1 x2 su pozitivna. 


ii) Data jednačina ima realna rješenja različitog znaka. Pozitivno rješenje 
ima veću apsolutnu vrijednost od negativnog.) 


24) Za koju su vrijednost parametra k rješenja jednačine. 
x2—4x - R=n=2 + 0 

i) rcalna 

i1} konjugovano kompleksna 

ili) različitog znaka 

Iv) pozitivna 

(Rješenje: 1) £k 2 6 i) £ = 6 ii) k 22 


3 


iv) Napomena: Za kompleksne brojeve ,,pozitivan"? i ,,negativan'! nema 
smisla. Zbog toga £ treba odrediti tako da vrijedi 1) ix; x2 0 0. Rješenje: 2 
uk = 06) 

£.3. Logaritmni. Logaritamske Jednačine i nejednačine 


I) Odrediti fogaritamsku bazu a tako da slijedeće jednakosti budu tačne: 
o J 


; =) 5 

i) loga 16 = 4 ii) loga 7 :—2 iu) 1o8u -- = 

9 28552, 
(Rezultat: 
4 se Nk Z9 
i) a= 2 u) a 3 iu) NAE ) 

A/ 7 4 

2) Treba odrediti numerus x ako je: 
i S mm 1 
i) 109%x = = 1) log x == — 2 11) log; x = — Ja 


(Rezuftat; 
i) x == 2 1) x— 10? TIM V 3} 


3) Primjeniti pravila za legaritme u slijedećim izrazima: 


bh p. ) 
i) log Za (3 -|- a), (a 0) i) log", 32 (622) idi) 1085 {7 
gd 


SI 


n= 2 ab 
Iv) PEPI = sjati 
Iv) log = J ge zji (EM) 
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(Rezultat: i) log 3 + log a == log (3 — a) 
11) log (ab--2)—log (ab — 2) 


41 
ili) '' 1095 7 
3 


! 4 
iv) log(a— 1) — log (a + 1) + = (loga + log 5) — ET log (a — b).) I 
4} Odrediti definiciono područje D funkcije SE 
f (6) = 108 gn 
xt—5Sx- 


(Rezultat: D = (— 0, |) U (4, — x) 


Podsjetimo se: Definicione područje logaritamske funkcije v = logax je 
skup svih pozitivnih realnih brojeva. 


Dakle, 


I al ha RI s)ake = o) 
A Koli. 


Riješiti sljedeće logaritamske jednačine: 
5) log (x -- 9) + 2 log (x—9)—3 log (x—3} = 0 


(Rješenje: Jednačina nema rješenja. Naime, data jednačina je ckvivalentna 
u intervalu (9, —- 00) sa log (x + 9) (x— 9)? == log (x— 3)3, 


odnosno, 
108 x + 756 = 0, 
Kako x=TE (9, 7 %), to x = 7 nije rješenje date jednačine.) 
6) log Za + 3x)-- log (2x_{;_a) — log (6a =- x)— log 3x= a) (a = 0) 
(Rezultat: KD) 


7) loga VS + 1087 (5x)—2,25 = (loga 5) 


(Rezultat; v SME) 
8) loga (9 —2") = 3—x 
(Rezultat: 0; 3) 


9) x2log'x-1,5108x — 4/ 10 


(Rješenje: Logaritmiranjem date jednačine po bazi 10 dobijamo 


1 
2 logtx—1,510g2% za Pak 


odnosno, 
2 (log? x)? — 1,5 log?x — = 0. 
Rješenje posljednje jednačine je 
Jos tx=jbh 
dakle, 
lug x = a = |, 
odnosno, 
x-- 10 I, x 10) 


= G 
44 / 3 , log 16 
ES N IO 


i) x = 491108,2 — 51085, 


10) Bez upotrebe tablica izračunati v ako je 


U l 

(Rešenje: = 1) logx — g log 102-!084 — se -1og4) =1 — log2 = log 20, 

dakle, x = 20. 

ii) prvi način! Stavimo 

x-vJHzNE 491 10g,2 
g - 3 |0U, 1 
Imamc: 
= (2 — 2 10272) log/7 = 2 — 1087 4 = log? 


log7y = (1 — Jog7 2) log, 7? = 


49 
— log/f-. log7 o. 
u 4 


Riješiti slijedeće logaritamske nejednačine: 
11) {) loss (7x— 10) £ 2 
lt) log (x2—8x +- 12)—log 5 = 0 
SUM d 
(Rezultat: 1) x E E s) i) x€(—= s, 1) U (T, + 20) 


12) Za koje vrijednosti varijable x funkcija f ima veću vrijednost od funkcije 
g ako je, I 
f(x) = logi (x — 3), g(x) = loga (2x -!- 3) 
10 10 


ma. 


(Rezultat: x 2 3) 


1.4. Eksponencijalne jednačine i nejednačine 


Riješiti slijedeće jednačine: 


?) š 1 log {100x) { log 10x) | | 0106x — 91. a ) 
(Rezultat:-=1) 

2) 46 — Jel = grom di Ma 

(Rezultat: = 2) 

3) al-lB.k sz poldti (a= a, b £ |) 

(Rješenje: 


| x 
ari8a ma gg (Ab) EC = (ab) otgx = 1 ex Žika (REZ) 


hl—tgx 
4) gloge i. JT1-1OgE. (61+HOga =. 33 
(Rezultat: x = 1) 
5) g2lose —- Igirlogr L gg) — 0) GaEKasF A) 
(Rezultat: x = 10) 

1\} 
6) (9%x - D)}{oS9red) {0.9x = ) 
\ 10 


(Uputstvo: Datu jednačinu napisati u obliku 
(9x -k p)log oa t1)-4 10-4 
Dalje se rješava logaritmiranjem posljednje jednačine po bazi 10. 


Rezultat: x = {T) 


4— 37 x 32 10 
Ko a 


7) 


(Rezultat; 0; 3} 


$ = 
8) X/ xloga+l 20 y/ 108 a6%) == 100 = 0 


6 de 
(Uputstvo: Staviti Taj HGEVORU 


Rezultat: x 20%; ze |) 

9) 24 loga:+2 — 17. 23082 — 17 Zloge A) 
(Uputstvo: Staviti 2108X vy 52% 
Rezultat: Sn)l; x25x100;, = X IO 2) 


10) Za koje vrijednosti x su vrijednosti funkcije 
H \z 
9 =( je Sea 


5 


(Rezultat: x2=x—I) 
3 


u : : ME depenne 
{1} Za koje vrijednosti x €E R funkcija f(x) = (2) {ma veću vrijed- 


nost nego funkcija g(x) = 80.122 


(Rezultat: = x 5 20 
21 


12) Rješiti sljedeće nejednačine: 


x 


i) ( ) ) Pe 
121 


ii) 21:3% + 100. 5t—3+4 2 0 
(Rezultat: i) xEXE (0, D) ii) x 0) 


2. TRIGONOMETRIJA 


I) Izračunati vrijednosti trigonometrijskih funkcija ugla od 


a) 390" 
b) 660? 
c) 105% 
{a) Uputstvo! 390" == 360" -- 30? 
Rezultat: = sin 390" —- +, , cos 390" — % , tg3900 = Aa ; 


ctg 390" = V 3. 


121 


I _ 


m=' 


b) Rezultat: sin 660" — — ve 3 €05 660? — , , tg 660" = — 3, 


ctg 660" = — = | 


|t2 


c) Rezultat: sin 105" = VE (A/3 += 1), cos 1057 -- v (=) 


tg 1057 = = 2 — 443, ctg 105 = — 2 + XI). 


(5 


2) Izračunati vrijednosti ostalih trigonometrijskih funkcija ugla = ako je 


: li koa 
a) sin %==- , a=(|0, ) 
5 l. 72 
8 = 
b) cosu'sr —-—, =€( 7) 
17 2 
40 '3— 
ka = s em 
ć) {Ja 9 M 7. (3 9 47 
(a) Rješenje: 
— ——- le 6 
COS % me VI --- Sint 4 = Ji — 25 = " - 
I = 
sin x ) I 1,6 
Ig = = = = - 
cosu = 2 V6 2146 2 
5 
1 = 
Cty x =2xX6 
BG 
b) Rezultat: 
5 $ 
SINU =— , tUEG — — ;, tg = — | 
5 | 


c) Rezultat: ; 


; 40 D, )) 
SIN = — 2, COSU =— , CSI = — 
41 41 40 


3) Izračunati vrijednosti trigonometrijskih funkcija uglova % -| PB, +—8 


ako je 


F3 


s 3 s a 7 3x 
sta NE os = — —, 4 E (o. ;). s€(mE) 


i RS DTD U RK TEEEREJE 


| 63 16 
Rezultat: sin (ae -- $) = — —-, cos (a -- 8) = 
( (s. + B) " (4 r B) " 

63 16 33 
ty (+ 83) = — —, ctg(r1— 3) =— -, sin(x — B) = 
gle B) Nm ( ) ja" ( ) _ 

56 33 56 

cos(u — B) = — —, tg(z— B) = — 7, ctg(u— B) = — 
( ) = (93) 7 ( ) U 


4) Dokazati jednakost 


da 


20? + tu 407 — 3 tg 20" tg 40" — VI 
Maka Iz tg(20" - 40) = MA. med 
\ we te 20- tg 40" 

tg 20" + tg 40" — tg 60 (1 -- 1g 207 19 40 )) 
5) Dokazati da vrijedi jednakost 


slijedi 


sin x cos ($—4)} — cos x sin (8— 4) — sin $ 
(Rješenje: Detfiniciono područje D date jednakosti je D == R. 


Imamo: 


sin = cos ($—%x) + cos s sin (R—x) := sin s (cos 8 cos = £ sin sin =) —- cos x (sin 5 


C05 z- sin s c0s B) = sin u cos z cos B= sin "sin 3 -) sin $ COS"x— sin 2 COS S 
cos $ = sin 6 (sintu + cost): sin 5) 
6) Dokazati da vrijede jednakosti 
sin (x — 8) sin(x—83} — sinu —sin?B._=== C03%R — cost 
(Rješenje: Definiciono područje D datih jednakosti je D = R. 
Tmamo: 


sin (% -;_ PE) sin (w—-B) = (sina 


cos B -|. sin 8 cos x) + (sin z cos B--sin B cos 7) = 
: sin a cos? —sin? 5 cos? a == sin? 4 (1 — sin? $)--sin? {1 —sin?4) =—- sinh s—sint a 
sin? A =sin%f(_ {= sin" s, sin? 8 — sin" z—- sin" 5 = 1— cost 4 —(|—cost 5} 


== COStB--C0s" 4) 
7) Dokazati da vrijedi jednakost 


sin(x -r B) sin (cx — B) 


cos? x"cos?8 


1850 — tg = 


(Rješenje: D={x, BEER: 4, BE(O2Rk+=1) a. (REZ) 


sinhx— sin'5 — sintx cost 8 — sin? B cos? z 


—— costa — cosi8 Cc0stx:cost3 


_ (sinacosB =- sinB cos 4)' (sin s c0s )_— sin Pr Os%) 
Ej MEPRNECE = 
_ sin(x — B) sin (2 — 0) 
u €O8? x 'c0s2 8 ) 
8) Dokazati da vrijedi jednakost I ME m 


' ME { JAME 
NE PRO GJU — -— sim 2 + 
4 


\ 


(Rješenje: Definiciono područje D date jednakosti je D — R. 
Imamo: 


cost s — sin$x = (cos? z)3 — (sin? x)8-- (cost 4 — sin£ 3) (cost4 - costx sin' s — 
"1 sinta) = cos 24 (cost = sin")? — cos? ax sinta) == cos 24 (1 —- 
ČE ke Ian 
—-— (2 sin x cos x)2) = cos 2 z (1 —- + sim 29).) 
4 4 
9) Dokazati identitet; 
ctg'a I Ke 
SE Zete (s: km kEZ) 
sinšx — sin'a 


10) Dokazati identitet; 


2 cos (costx) cos (sin%a) sin z cos 4 — 2 sin (cos%x) sin (sin?a) sin x Os 4 — sin 27 
cOs (cos 27) (s E R) 


(Rješenje: Definiciono područje D datog identiteta je D -— R. 
Imamo: 
2 cos (cos? z) cos (sin? 4) sin s c0s 2 — 2 sin (cos? 7) sin (sin? 2) sin = COs + 
== sin 2 a (cos (cos? 3) cos (sin?) — sin (cos? x) sin (sin" a)) = sin 2 % COs (COS2 4 -- 
— sin"x) = sin 2 2. c05 (c0s 2 7).) 
II} Svesti na najjednostavniji oblik izraze; 
a) sina tga : COST ctg s —- 2 sin 4 COS 4 


b)} 2 (sina | costx) — 3 (sin sz | costa) ! 1 


tz% tg PB 
ctg s 1 crgB | 
| 
I 7 | 


(a) Rezultat: — —— (CES 
SIN X COS Ž 


b) Rješenje: Definiciono područje D datog izraza je D = £. 
Imamo: 
2 (sin$a -|- castx) — 3 (sinta | costa) | I — 2 (sin$ u — sintx) + 2 (cost 3 — 


— cost) — sinta — costa -!- | = 2 sinta (sinh x— 1) +- 2 cost x (cost - !) — 


—sintx -- costy 1 -- 2 sintx cost — 2 cost x sinh u — sin a += cost ay = | = 
— — 2 sinta cos? u (sin? x -|- cost4) — sintx — cost3 += | = — 2 sin? s cost3 
— sinta — cost + 1 —=- (sina + cos23)R PboI= 0. 


Drugi način: 
Iskoristiti jednakosti 


sini = -;- cost = (sin — cos?) — 2 sit a cost = | =- 2 sin? a CO? 4, 


sin$x i- cos$a =— (sin? s. -— cos? s) (sin? s —- Sin? a c0S% z + c0st 4) = sinta - 


— sints cos%4 | cos! as ! .— 3 sin" a cOst4 


c) Rezultat; tr-te( (xD . ,%+S5Lkm, kEZ)) 


12) Pokazati da vrijednost izraza 


a"tga | btcig(90" -H a) 
actga |- btg(90" —- g) 


— (a !- b)tgža (as b)(x Ak, kEZ) 


ne zavisi Od a, b, 4. 
(Rješenje: 
Ma H IH o 5 £ 
attga-- btctg(90" |x aAigu-- bita s 
Ka RE te Na je "EGE, 


avctgax pp big(90" +) MR 1 


— (a + b)tgty = 


Ig + ts o 


ST SE 1 (a -|- b} tg? = (ad - b)tg'y — (a+ b)tgta = 0. 
a—b 
Dati izraz jednak je konstanti 0, pa ne zavisi od a, b, s.) 
13) Ako je 
x=a' cosxsinta + ar cos (2 — sint 3) (a =eonst..), 
y = asintx + a sinx(2 — sin? 3) 


pokazati da izraz 


ne zavisi od 4. 


(Uputstvo: x, y predstaviti u obliku | 


Xx =x2a COS4, y = 24 Sin 4 
Rezultat: 
x? -= v? = 422) 


14) Prikazati u obliku proizvoda izraze 
a) sin2 = += sin4 s + sin 6 7 
b) cos s + sin 2? —cos 3 + 
CN 52 2 US 4 + COS2 4 
a) Rješenje: 
sin 2x + sin 47 + sin 64 = 2 sin 3% COS = + 2 sin 32 C05 37 = 2 sin Ž (cos s 
= Cc0s 3x) — 4 sin 34 COS 24. COS 5. 
b) Rješenje: 
C0S s. -- sin 24—COSs 34 = COS 4 + COS 3x — sin 24 -— 2 sin 24 sin  — sin 24 


{ 
= 2 sin 25. | 


\ 7 ) ) dP 
= sm 2) — 2 sin2x(sin — -— sin3) = 4 sin 24 sin ; 
6 


(SME 


c) Rezultat: 


m (= Sk) s {7 s) 
Keegorjde si js EP ah ) 
8 Ž 8 2 


15) Ako je 


s=0+7Y, 
tada vrijedi jednakost 
Sin 4 -|- sin $ -- sin y — 4 sin COS-— - COS '- 
2 2 2 
Dokazati! 
(Rješenje: 
(- a v 
) ; ; MO a ; — Y 9 
sin s — sin P -;- sin y = 2 sin — COs AU TrNE: cos ' = 
Ž Ž 2 2 
SAJT 9. Sadi —Y 20% (a 5 Y) 
= 2sm-- Ccos— -|2 sin Se. " = 2sin0 (me L COST" k = 
Z 2 2 2 2 2 2 
JE (4 de enti( Brmbobe Ni 4 Y 
= 4 sin-— COS — B "COS S Je 4 sin == COS cos) 
2 4 4 2 2 2 
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16) Ako je 


tada vrijedi 


zl 


(1097 


Dokazati! 


(Rješenje: Kako je 


SE ga MERU SURE) 
OSE 7 I —2 sin) 4 
to je 
1 3 
Za "u Ma 
Sp = SG TRR ar ee 
I —tgatg2 ( Kao 3 
28 
Otuda: 
4128) = ) 
A 
17) Ako su s,6, uglovi trougla, tada vrijede jednakosti 
a) costx - c0os?8 | cost — { -— 2 COS u COS Bi COS 7 


b) tgu " tgb-r tgy: ta tgB Ig7 

Dokazati! 

(a) Rješenje: 

cos ; = cos (180" — (x = B)| = — cos (= —- EB). 
Otuda: 
COS "; — sin 3. sIn 5 — COS 7 C0S 5 GL. 

Kvadriranjem jednakosti ( /) slijedi: 
cos; — sin? s. sin 8 -— 2 sin s sin $ c0s s. cos 8 += cost3 cos?) = (| — cost3) (1 — 


— cos" 08) — 2 sin a sin $ €0S x cos == cost x cost: t -- cos8x — cost6) -r 


+ 2 (cos? s cost) — sin s sin 5 = 05 + cos 5) 


Otuda: 


C0s%% ;— cost -— cost = | A. 2 cos 4 €0s 8 (cos a cos $ — sin = sin p). 


Odavde, na osnovu (/f) slijedi 


Costa + cos%8 -— c0s%-7 = | — 2 COS s C0S 5 C0S 7 
b) Rješenje: 


tg 2 = tg (180% — 8 49) = — tg (Bo+ og. 


Otuda; 
tg) +tey 
a= — " SZ, 
l—tgbtey " 
Dakle, 
tgax—tgatgbtgy— tg Pete 
odnosno, 


tga big) +Igy—tgatgbtgy) 


sin x —- sin 


18) Ako za uglove trougla vrijedi = sin7, (7?) tada je taj 


COS % — cos RP 
trougao pravougli. 
Dokazati! 
(Rješenje: 
Kako je = 5-1 -—z i 
sin s -= sin (= — (8 — 7)) = sin (8 + 77), 
sinB — sin (= — (a =) = sin (2 + 7), 
ra iz relacije (") slijedi 
sin(B -L +) + sin (2 -- Y) = cos z sin 7 — cos 3 sin, 
odnosno, 


SMLSKCOS 7 FP GINACOST SLONA C y= 0 
Dakle, 


19) Dokazati da vrijede jednakosti 


; %Š KSC 2t 
sina = ———, COSG = ——, TEA = - 
i++ 1-2? 1 — 73 
gdje je ami (1 SOk+1) REZ) 
(Rješenje: 
xk (rd . 
sin — COs — 2tg-—- 
; sada € = Moe su ši 
sina = 2 sin— COS — = = Wi ——d = 
2 2 TRIJU DE - 1 = 7 


C03? x. in? G 1 tg? ij 
$2—— — sin? -— — tg. 
27% _ s/W 2 2 S 2 Me 
SRS" sin? —— = = ma ŠA. 
(cd (rd (va + Tt 
cost — + sinh. — = 1 — tg? 
2 2 S 
25% 
sin = 1 z2 2t 
tg o. = ja 0 = s. Sie 
cosx 1—2. 1—?2?| 
1 + 2? - 


a) ma 

b) COSx = Ne 

c) tgx = VI 

(a) Rješenja: za +2kmx= 2km (kEZ) 


b) Rješenja: x = +—+2k= (kEZ) 


c) Rješenja: xx = će == kr (k (= Z)) 
20) Riješiti jednačinu 
sin 6x —- sin 4x 


(Uputstvo: sin 6x -sin 4x — 2 sin x COS 5x 


Rješenja: x = k 7, x = (2k + |) ja (kEZ)) 


21) Riješiti jednačinu 
sin2x—cos3x = 0 
(Uputstvo: Napisati jednačinu u obliku: 
/ 


COS " Zi 


_) —Ccos3x = 0 


Rješenja jednačine: 


SS (AB DEDE SURE DEZE (KEZ 
x=( - x ( ka ( )) 


22) Riješiti jednačinu 
sin? x — cosx—- 1 = 0 
(Uputstvo: Napisati jednačinu u obliku 


c0s%x — cC0Sx—2 = 0, 


a zatim uvesti smjenu c0S x = {£ 


Rješenja jednačine: 
xs=(2k$+I)x= REZ) 
23) Riješiti jednačinu ; 


sin x — CO0S x = | 


Et), Xx ć 
(Uputstvo: Uvesti smjenu tg S =, €/, 


A 2I 1—?z 
sin x = —- —,  COSY= —— 
1—+7z 1— 22 
Rješenja jednačine: 
x=2kmx=—1+2kr (kEZ)) 


Neke primjene trigonometrije 


t) Izračunati ugao -; trougla ako je a— 8, b= 3, c = 7. 


(Uputstvo: Priinjeniti kosinusnu teoremu. 
Rezultat: 52) ) 
3 


2) Izračunati stranicu a trougla ako je 
095 ;65= Zi? 
(Rezultat: a — 4/1039) 
3) Izračunati uglove trougla ako je 
GO PO EZ grani b= sb 12803 
(Uputstvo: Primjeniti sinusnu teoremu). 


Rezultat; a = 30", 8 = 60", + = 90") 


4) Stranice trougla zadovoljavaju uslov 
SED 


be 


I 


Odrediti ugao 3. 
(Uputstvo: Primjeniti kosinusnu teoremu 


a = b% + 6" — 2 be cos 3 


rx)\ 
Rezultat: + = -— | 
se) 


5} Ako za uglove trougla vrijedi 
sin = 2 sin 6 CES", 
trougao je jednakokrak. Dokazati! 
(Uputstvo: Primjeniti sinpusnu + korinusnu teoremu) 


6) Neka je = ugao koji zatvaraju siranice a i 6 paralelograma. Dokazati da 
je njegova površina data sa 


P = ab' sin 4. 
7) Izračunati uglove, druga dijagonalu 1 površinu paralelograma čije su 
stranice a = 3, b = S i jedna dijagonala d; = 7. 


(Rezultat: Uglovi: 60", 120", d; = \/ 19, P_ = KS 


8) Ako je g ugao između dijagonala đ1 i da paralelograma, onda je njegov? 
površina data sa 


l M ; 

2 x di d; sin 4. Dokazati! 

9) U polukrug radiusa r upisan je trapez 

(Slika 59.). Izraziti površinu P trapeza kao 
funkciju od za. 


(Rezultat: 


P—u "(| -p cosa)' sin x) 


10) Ako je dužina manje osnove jednako- 
krakog trapeza a, a dužina njegevog kraka b, 
izraziti površinu trapeza kao funkciju njegovog ugla 9 na osnovi, 


(Rezultat: 
P=b(a— bcosg)sin g) 


11) Izračunari poluprečnik dviju kružnica koje se dodiruju izvana ako je 
d udaljenost njihovih središta, a o ugao između njihovih vanjskih zajedničkih 
tangenata. 


(Uputstvo: 


; a) 
nr =d,ri—rz ed sin E) (r1 = 12) 


Rezultat: 


selditre dns t Jes) 
2 2 2 2 


12) Ako su s, B, oštri uglovi, što ih prostorna dijagonala uspravnog pravo- 
uglog paralelepipeda zatvara s njegovim stranicama, tada vrijedi: 


a) sinta -- sin%6 -= sint- — | 
b) costx -- c0os"8 — cost; = 2 
Dokazari! 


13) Trougao stranice a = 6 i uglova 3 — 45, 7 = 120" rotira oko stranice 
a. Odrediti volumen i površinu tako dobijenog rotacionog tijela. 


(Uputstvo: 
Ps a Ara Pstra(b =) 
gdje je r = b sin 60" (5, c — odrediti primjenom sinusne tcoreme) 
Rezultat: 
V =? 108(13 — 2)= = 1265 
P=|83 V6—44V3—61/2-- 6)= = 1622) 


3. MATEMATIČKA LOGIKA I SKUPOVI 


1) Odrediti istinitosne vrijednosti sudova: 
a) IE N 
b) Sa} 
Ž 
A) VIEO 
(SSR == 
e) V(—= 2) - 2 
PSE 
(Rezultat: 


MAAKEWJ TE v)+(, =Z) Koje ie eo= 1; dG 


2) Odrediti istinitosne vrijednosti složenih sudova: 
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a) (3 +2—5)A6S+2=4) 
b) 7 H3--IOAC2+3=x 5) 
I Ž = 
c) WE = DD V\03-=2= 3) 
dIS=T}R(=SBFT) 
e) 2 13)2(3 15) 
Rezultat: 
Abel. b) T ee doL c) TE 
3) Odrediti istinitosne vrijednosti sudova: 
a) Zbir dviju stranica trougla je veći od treće. 
b) Dijagonale paralelograma se polove. 
c) Kvadrat je ćetvorougao 
(Rezultat: a)oOT ON T SME je) 
4) Zadani su sudovi: 
A zx Broj 54 je djeljiv sa 3, 
BD == Zbir cifara broja 54 je broj koji je djeljiv sa 3. 
Kako glasi ekvivalencija A = B? 
(Rezultat: Broj 54 je djeljiv sa 3 ako i samo ako je zbir njegovih cifara djeljiv 
Ovu ekvivalenciju možemo izraziti i na ovaj način: Da bi broj 54 bio djeljiv 
sg 3, potrebno je i dovoljno da zbir njegovih cifara bude djeljiv sa 3.) 
5) Zadani su sudovi: 
4 = Broj a je djeljiv sa 6. 
B nz Broj a je djeljiv sa 3. 
Kao glasi implikacija A = B _\i da li je istinita? 
(Rezultat: Da bi broj a bio djeljiv sa 6, potrebno je da on bude djeljiv sa 2. 
Implikacija je islinita.) 
6} Pročitati: 
a) (Va, bE R)(a ; b)(a— b) = at — bi 
b)} Ja € R) (a? == 4) 
Rezultat: 
a) Za svaka dva realna broja a i boje (a — b)(a — b) — at —0" 


b) Postoji (bar jedan) realan broj a takav da je 2 = 4.) 
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7) Napisati pomoću kvantifikatora: 

a) Postoji prirodan broj x takav da vrijedi 
2xe3 = 7 

b) Za svaki realan broj x vrijedi 


3x — 2x = 5x 


Rezultat; 

a) AxE N) 2x -3—7) 

b) VxER (31 2%x = 5) 

8) Koristeći simbele matema'ičke logike, napiseti slijedeće: 
a) Zbir dva prirodna broja je prirodan broj. 

b) Kvadrat svakog prirodnog broja je prirodan broij. 


c) Razlika dva prirodna broja je cio broj. 


Rezultat: 

a) Vay) (KEN fAgyEN=x VvEN) 

b) VYx)(xKEN=X2EN) 

c) (Vxy(kKENAJEN=x--YEZ) 

9) Koristeći simbole matematičke logike, napisati slijedeće: 

a) Za svake dvije tačke A 1 B postoji prava p koja ih sadrži. 

b) Kroz svazu tačku A van date prave p može se povući prava g koja je pa- 
ralelna sa pravom £$'. 


Rezultat: 
a VABODAEPDABE p) 
b) VAZPGPGIPAACSAT) 
10) Neka je 

Al =X{223}03} 

B == {— 2, 3,2, 4, 5} 


Nadite: 
A VELA BBNA 


Rezultat: 


KAOJEB 3 PARS NA AB SEST BRAT EZA)) 


11) Nađite uniju triju skupova 
A={xER: —-5£xS3} 
B={xER:0sxS|l} 
C = {xER: He x 215} 


Rezultat: 
ALJBUGOR{KER 5 ZELIM 14 2=xS 15; 
12} Nađite presjek skupova j 
i A={xEC€O0O:x2 5} 
B= {XENIxSa0} 
JANE SZN O TAO) 
Br TO x MNO) 
(Rezultat: i) A) B = {6,7,8,9)— ii) AD B= /xE 0: 55510} 
13) Neka je 
Z== {14234354, 516, 1879); 
Pokazati da je 
a) {x € A: 4%—3x+2 = 0} = {1,2} 
b {xEA:x26}(" {x € A: X%—3x-L 2 = 0} = {6, 7, 8,9} 
0) xEA: 3527} U {x E A: %—-4— 0} = {2, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 
14} Zadaci su skupovi 


4 dr EZ: 6 5x IO) 


Bu {yCXZ: -4Sy=I15} 
Nađi relaciju (napiši sve uređene prave koji joj pripadaju) 


R = {(x,y); (x,y ZAXxBiy=x} 


Rezultat: 


R = {(09,—3), (4,—2), (1,—1), (0,0), (1, 1), (4, 2), (9, 3)}) 
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367 -Adiclonesforimules se sode se Poe GOG RO SO je DE ER Poe kosom 19 
3.7. Još neki trigonometrijski identiteti + 18... 88.008... 19 
3,8. Sinusna i kosinusna teorema. =. +... 88000. 8000 00 00000 0 20 

Rješavanje kosouglog trougla. +. +... 8.800 000 00000 21 
3.9. Trigonometrijske jednačine. 0.888 888.800 00000 00000-0000 21 
4. Osnovi matematičke logike +... .0..0.G KRK 24 
4. LE Pojam Sudat pp KIR dG JE GR GE GE RA PO DE NOG ŽJE KODE GX 24 
42: OperatijegsaSudoviniaC = so srele Vrm je e GK SZGVEGedMG 24 
AJ KVANITIKATORIO 9 De 5 US RA ed be EGE POP SG 25 
SRS RNDOVINČ ET ST A O i S AM ME a EL NJEG KO VE RNAPNIZ S AJEI 26 
S lZRBojamuskupa. s SOJ ee Pi Pre KAO DE A ROKI GE eo PO EVE 26 
5250 peracije sa! SKUPOVIMA: s s ee re Mr ME GR ADI DE KG SG 26 


JI DIO (ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKOM FAKULTETU 


USSARAJEVU) Ps 0 sie ei LI IOA Trg JE DEO Jelenka ed PLEME 28 
Zadaci na kvatifikacionom ispitu održanom 27. juna 1983. 8. +. + .+.2-+.+.+-.+ +... 28 
Prvašemjena. s 1 GO dje deo ret EJ S KI a NE er JR RG 28 
Drugazsmje nase 3 NA A AR POZ o air ee ei Pr Va 33 
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'Treća smjena Sd sledi Na dode SVG 


KRJOtA SROGA s s prek De A KA Fra deo Kr PSI RENE 
Peta smjena... 25... ..... a NA NETA ludi PO io 
Zadaci na kvaljfikacionom ispitu Sdjenom Kaseptembravl 9832-8. os ie dx a OS 


Prva smjena s 650 0 u 
Druga smjena ._. 

Treća smjena ; 

Četvrta smjena. +... 0... 


ILI DIO (ZADACI SA KVALIFIKACIJONIH ISPITA NA MAŠINSKOM FAKUL- 
TETU U BANJALUCI) . .... Sira ei a će 


Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 29. 6. 1983. g. Par SEE A NE SEE! 
Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 29. 8. 1983. 8... +... +... 
Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 6. 9. 1983. g. 


IV DIO (ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MAŠINSKOM FAKUL- 
TETU U MOSTARU) 


Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 29, 6. 1983. 
Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 1. 9. 1983. 
Zadaci sa kvalifikacionog ispita održanog 7. 9. 1983. 


aa 00 09 


V DIO (TEST PITANJA I ZADACI SA KVALIFIKACIONIH ISPITA NA MA- 
ŠINSKOM FAKULTETU U ZENICI) 


Test pitanja i zadaci na kvalifikacionom ispitu održanom 28. 6. 1983. g. 
Test pitanja i zadaci na kvalifikacionom ispitu održanom 1. 9. 1983. g. 
Test pitanja i zadaci na kvalifikacionom ispitu održanom 12. 9. 1983. g. 
Test pitanja i zadaci na kvalifikacionom ispitu održanom 30. 9. 1983. g. 


VI DIO (ZADACI ZA VJEŽBU) 
MOZK OD VA P  a itediLSeE de 


1,1. Identične transformacije 


1.2. Kvadratna funkcija; kvadratna Jednačina i A elednačna sistem od Stane Klatijatie 
i jedne linearne nejednačine. . . +. +... +... 0... 


1.3. Logaritmi. Logaritamske jednačine i nejednačine. ZETA S et LAN te RS 
1.4. Eksponencijalne jednačine i nejednačine 


2. Trigonomeltrija . +... EI Me BR s S ME o Sa o Gr GA oba ed a 
Neke primjene trigonometrije s STAGE NIE SPOMEN ZO 
3. Matematička logika i Skupovi +. 38.880... VS. 
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45 
49 
53 
53 
57 
Go 
63 


67 
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